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অধǫায় ১

ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতায় হােত খিড়

১.১ ʤʡর কথা
ɔিতেযািগতা মােনই আনɄ। আমরা ফুটবল ǯদিখ, িǸেকট ǯদিখ, ǯটিনস ǯদিখ এরকম হেরক রকেমর
ǯখলা আমরা ঘȥার পর ঘȥা ǯদিখ। রাত ǯজেগ ঘুম হারাম কের ǯদখেলও িকʞআমরা Ƕাɂ হই না, বরং
ǯখলা ǯশেষআমরা হই হইকেরআনেɄ ǯমেত উিঠ বা কেɾ কােরা সােথ কথা না বেল িবপǹদলেকশাপ
শাপাɂ করেত থািক। ǯɔাȅািমং ɔবেলম সিƼভং এও িঠক একই রকম মজা। তুিম ǯখেত বেস ǯদখেব
ʲত খাȏ কারণ তুিম হাত ধুেত িগেয় একটা সমʓার সমাধান ǯপেয় ǯগছ! অথবা ǯদখেব Ƕােস ǯতামার
িটচার এর পড়ােনার িদেক মন ǯনই, তুিম িদিবǫ ǯতামার পােশর বɆুর সােথ আেগর রােতর কেƴটʈ এর
ɔবেলম িনেয় আেলাচনা করছ। অথবা এও হেত পাের ǯয গভীর রােত তুিম কিɢউটার এ আেছা, আর
ǯতামার মা বকা িদেত িদেত আসেত আসেত বলেব - "সারারাত ǯগম ǯখলা হেȏ না?" িকʞ ǯতামার
িʒেনর িদেক অবাক হেয় বলেব- "এসব িক কিরস?" আর তুিম ǯহেস বলেব- "ǯকািডং করিছ, তুিম
বুঝেব না, যাও ঘুমাও"। আসেল এই মজা ǯয ǯপেয়েছ ǯসই ʤধু বুঝেব আিম িক বলিছ! হয়েতা এখন
তুিম আমার কথা িবɻাস করেব না, িকʞ এক সময় তুিম বুঝেব আিম িক বুঝােত চািȏ। ǯতামরা ǯযন
সবাই ǯসই আনɄটা পাও এই আশা িনেয়ই ʤʡ ǯহাক আমােদর ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতায় হােত খিড়।

১.২ ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতা িক?
ǯতামরা যিদ মেন কর ǯয ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতায় বুিঝ ǯকান একিট ǯɔাȅািমং লǫাȊুেয়জ ǯয যত ভােলা
পাের ǯস তত ভােলা করেব তাহেল ǯজেন রাখ ǯতামার এই ধারনা সɢূণǮ ভুল। আমরা িকʞ ǯসই ǯছাȟ
ǯবলােতই ১, ২, ৩, ৪ িশেখিছ, িশেখিছ ǯযাগ করা, িবেয়াগ করা, ʝন করা, ভাগ করা। িকʞএখােনই িকʞ
গিণত এর ǯশষ হয় নাই। এর পেরও অেনক অেনক অেনক িকছু আমরা ǯজেনিছ িশেখিছ। ǯɔাȅািমং
লǫাȊুেয়জও এখােন ǯসই ১, ২, ৩, ৪ এর মত। আমরা গিনেত সংখǫাʝেলােক ǯযমন এই সব অȈ িদেয়
ɔকাশকের থািক িঠক ǯতমিনআমােদর ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতার সমʓার সমাধানʝেলা এইলǫাȊুেয়জ
িদেয় ɔকাশ কের থািক। এই লǫাȊুেয়জ আমােদর সমাধান ɔকােশর একিট মাধǫম মাȴ। এিট এমন
একিট মাধǫম যা আমােদর কিɢউটার বুেঝ থােক। ǯতামরা মেন কর না ǯয কিɢউটার িনেজ িনেজই
সবকের থােক,আিমএকটা সংখǫা িদেল ǯসএমিনএমিনই বেল িদেব না ǯয সংখǫাটা ǯজাড় না িবেজাড়।
ǯতামােক বেল িদেত হেব ǯস ǯকমেন বুঝেব ǯয সংখǫাটা ǯজাড় না িবেজাড়। ǯস যা পাের তা হেȏ অেনক
ʲত িহসাবকরাআরঅেনকবড়বড় িজিনস ǯমেমািরেতমেন রাখা। তুিম তােক বেল িদেব ǯকমেন িহসাব
করেত হেব, কখন ǯকাথায় িক মেন রাখেত হেব। বǫাস ǯস ǯচােখর পলেক ǯতামােক ǯসই িহসাব কের
িদেব। ǯকান ভুেল ǯস করেব না। িকʞ তুিম যিদ ওেক বলেতভুল করতাহেল িকʞ ǯসটা ǯতামার ǯদাষ ওর
না। ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতা হলতুিম িঠক মত ǯতামারকিɢউটারেকসমাধােনর উপায় বেল িদেতপারছ
িকনা তার ɔিতেযািগতা। িবিভɈ ধরেনর ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতা আেছ। ǯক কত ʠɄর ভােব িডজাইন
করেত পাের, ǯক কত ʠɄর কের লিজক দঁার করােত পাের, ǯক কত efficient সমাধান করেত পাের
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ইতǫািদ। আমরা এই বই এ ǯযই ɔিতেযািগতা িনেয় কথা বলব তা ACM ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতা নােম
পিরিচত। এখােন ǯদখা হয় ǯতামার সমাধান কত ʲত একটা সমʓার সমাধান করেত পাের, কত কম
ǯমমির িনেত পাের বা এমনও হেত পাের ǯয ǯতামার হােত ǯমেমাির অেনকআেছ িকʞ সময় কম, ʠতরাং
ǯসেǹেȴ তুিম হয়েতা ǯমেমাির ǯবিশ বǫাবহার করেব িকʞ সময় কম লাগােব। অথǮাৎ তুিম কত দǹতার
সােথ ǯতামােক ǯদয়া সীমাবȼতার মােঝ সমʓার সমাধান করেত পারছ।

ɔিতেযািগতা ǯমাটােমািট ʣই রকেমর হেয় থােক। ACMStyleএবং InformaticsOlympiad
Style. ACM ǯɔাȅািমং এ সাধারনত িবɻিবদǫালয় ǯলেভল এর ǯছেলেমেয়রা অংশȅহণ কের থােক।
িবিভɈ রকেমর টিপক ǯথেক ɔবেলম আেস, Number Theory, Calculus, Graph Theory,
Game Theory, Dynamic Programming ইতǫািদ। এখােন আসেল টিপক এর সীমাবȼতা
ǯনই। এিট ǯবিশরভাগ সময় দলগত ɔিতেযািগতা হেত থােক। অɏিদেক Informatics Olympiad
এʆুলকেলজ ǯলেভেলর ǯছেলেমেয়রাঅংশ িনেয় থােক।এিটেতএকিট িনিদǮɾ িসেলবাস ǯথেকɔɶহেয়
থােক। তেব ɔবেলম ʝেলা অেনক ǯবিশ Algorithmic হেয় থােক। এটা Individual ɔিতেযািগতা।

১.৩ ǯকন করব?
১অেনেকমেনকরেতপাের ǯয ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতায় যারা ভােলাকেরেছতারা Google, Facebook,
Microsoft এর মত বড় বড় ǯকাɢািনেত চাকির কের, অেনক অেনক টাকা কামায়। িকʞ সিতǫ কথা
বলেত িক িদেনর ǯশেষ টাকাই সব কথা নয়। ǯতামার মেনর ʠখ িকʞ অেনক বড় িজিনস। (িক ǯবিশ
আধǫািȯক কথা হেয় ǯগল?) তুিম আনɄ িনেয় ǯɔাȅািমং করেব। তাহেলই ǯদখেব তুিম ভােলা করছ,
তখন Google, Facebook, Microsoft এর মত ǯকাɢািন এমিনই ǯতামােক িনেয় যােব। বা ঐ
সব ǯকাɢািন ǯকন? হয়েতা তুিম িনেজই একটা Google ɔিতɿা কের ǯফলেব একিদন। অথবা তুিম
হয়েতা এমন একটা ǯɔাȅািমং লǫাȊুেয়জ বানােয় ǯফলেব ǯযটা হয়েতা সারা িবেɻর মাʟষ বǫাবহার কর-
ǯব। এর মােঝ অɏরকম মজা আেছ। এই অপািথǮব আনɄ যারা ǯপেত চাও তােদর জɏ এই ǯɔাȅািমং
ɔিতেযািগতা।

১.৪ ǯকমেন ʤʡ করব?
এটা হল Internet এর যুগ। (আিম ২০১৩ সােলর কথা বলিছ... হয়েতা অদূর ভিবʃেত internet
বেল িকছুই থাকেব না, এর ǯথেকওআধুিনক িজিনস চেল আসেব) নাই বেল কথা নাই। ǯতামার সামেন
internet আেছ তুিম িশখ! িশখার উৎǯসর িকʞ ǯশষ ǯনই। তুিম চাইেল Youtube এ সাচǮ কের
ǯসখােন িভিডও ǯলকচার ǯদখেত পার। বা অɏেদেশর বই translator িদেয় অʟবাদ কের পড়েত
পার। বা ǯতামার ǯথেক যারা ভােলা পাের তােদর কাছ ǯথেকও িশখেত পার। ǯমাট কথা ǯতামার িশখার
ইȏা থাকেল ǯতামােক ǯকউ ǯদামােত পারেব না।

অনলাইেন ǯবশ িকছু website আেছ ǯযখােন িকছু িদন পর পর Contest হয়। এসব জায়গায়
পুরানকেƴটʈএরɔবেলমওপাওয়া যায়। ǯখেলায়াড়রা ǯযমনmain ǯখলারআেগɔǫাকিটসকের, িঠক
ǯতমিনআমরা ǯসইসব পুরান ɔিতেযািগতার ɔবেলম সমাধান কের ɔǫাকিটস করেত পাির। ǯবিশরভাগ
সাইট এই আবার ǯক কতটা সমাধান কেরেছ তার একটা তািলকা থােক। ǯদেখােতা ǯতামার ǯকান বɆু
ঐ তািলকায় ǯতামার আেগ আেছ িকনা? থাকেল তার ǯথেক ǯবিশ সমাধান কর। ǯচɾা কর ǯতামার
সহপাঠীেদর মােঝ সবেচেয় আিগেয় থাকার, এর পের ǯচɾা কর ǯদেশর সবার মােঝ আিগেয় থাকার।
ǯচɾা করেত থােকা। এক সময় িবেɻ সবার মােঝ আিগেয় থাকেত পােরা িকনা ǯদখ। তুিম যিদ না পার
তাহেল িকʞ হতাশ হবার িকছু ǯনই। এইেয ǯতামার আগােনার ǯচɾা, এটাই ǯতামােক ɔিতেযািগতা না
করা অɏ ১০০ জেনর ǯচেয় আিগেয় রাখেব। তুিম িনেজই বুঝেব না তুিম অɏেদর তুলনায় কত দǹ
হেয় িগেয়ছ! হয়েতা তুিম ɔথম ১০ জেনর এক জন না, িকʞ আেগ হয়ত তুিম ১০০০ জেনর মােঝ
িছেলনা, এখন ১০০ জেনর মােঝ এেসছ এটা িকʞ সামাɏ অজǮন না!

িনেচ ǯতামােদর ʠিবধার জɏ িকছু website এর িলংক এবং এেদর সংিǹɐ িববরিন ǯদয়া হলঃ
১সিতǫ কথা বলেত এই ǯসকশন এর টাইেটল িছল "কােদর জɏ এই বই না" এবং বলা বাʦলǫ এেত ǯবশ খািনকটা অিɔয়

সতǫ কথা িছল ǰবিক।

১২



uva.onlinejudge.org ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতারজɏসবেচেয় popularওেয়বসাইট।এখােনɔায়ই
৫ ঘȥার ɔিতেযািগতা হেয় থােক িবেশষ কের অেǲাবর ǯথেক িডেসɤর এই সমেয়। এছাড়াও
এখােন আেছ ৪০০০ এরও ǯবিশ ɔǫাকিটস ɔবেলম।

icpcarchive.ecs.baylor.edu এটা uva ওেয়ব সাইট এর ভাই। এখােন ১৯৮৮ সাল ǯথেক ʤʡ কের
আজ পযǮɂ হেয় আসা বʦ ICPC Regional Programming Contest এবং ACM ICPC
World Finals এর ɔবেলম সমুহ আেছ।

acm.sgu.ru রািশয়ান ǯɔাȅািমং সাইট। এখােন তুলনামূলক ভােব অেনক কম ɔবেলম আেছ, িকʞ
এেককটা ɔবেলম সƼভ করেত মাথার ঘাম পােয় পের!

acm.timus.ru আরও একিট রািশয়ান সাইট। এখােন ɔবেলম ʝেলা ǯবশ িকছু কǫাটাগিরেত ভাগ করা
আেছ। ǯতামরা যারা recently ǯɔাȅািমং ʤʡকেরছতারাএইখােনরBeginnersProblem
ǯসকশেনর ২০িট ɔবেলম সƼভ কের ǯদখেত পার। ওʝেলা সƼভ করেত ǯকান এলেগািরদম বা
ডাটা ʔাকচার এর দরকার হয় না, ʤধু ǯɔাȅািমং লǫাȊুেয়জ জানেলই চেল।

www.codechef.com এখােন ɔিতমােস িতন ধরেনর কেƴটʈ হয়। একিট ১০িদন বǫািপ, একিট ৫
ঘȥার ACM ʈাইল আেরকিট ৪ ঘȥার IOI ʈাইল কেƴটʈ। যারা ভােলা কের তারা এখােন
ɔাইজ ǯপেয় থােক।

www.codeforces.com ɔিত সɐােহ ɔায় ২িট কের কেƴটʈ হেয় থােক এখােন। ʣই Division এ
হেয় থােক ǯসই কেƴটʈ। Division 2 ǯত আেছ Beginner রা, আর Division 1 এ আেছ
Advanced রা। এখােন ɔিত কেƴটʈ ǯশেষ ǯতামার Rating আপেডট হেব। ʠতরাং তুিম
ǯতামােক ǯতামার ǯদেশর বা িবেɻর আর সবার সােথ তুলনা করেত পারেব!

www.topcoder.com/tc codeforces এর মতই এখােনও Rating systemআেছ। এখােন ɔিত
মােস ɔায় ৩ ǯথেক ৪ িট কেƴটʈ হেয় থােক।

acm.hust.edu.cn/vjudge এিট মুলত ɔǫাকিটস কেƴটʈ host করেত বǫাবহার হেয় থােক। এর মা-
ধǫেম তুিম অɏাɏ ওেয়ব সাইট এর ɔবেলম ʝিল িনেয় কেƴটʈ host করেত পার।

www.lightoj.com এিট এখন পযǮɂ একমাȴ বাংলােদশী Online Judge (Practice ওেয়ব সাইট
ʝিলেক আমরা Online Judge বা সংেǹেপ OJ বেল থািক)। এটা বািনেয়েছ জােন আলম
জান। উিন Dhaka University হেত ২০০৯ সােল ACM ICPC World Finals এ অংশ
ȅহন কেরেছন।

www.z-trening.com এিটসাɩিতকসমেয়ɔায়শইdownথােক। িকʞএিট InformaticsOlympiad
এর জɏ ɔʮিত ǯনবার জɏ খুবই ভােলা ওেয়ব সাইট।

ipsc.ksp.sk সমȅ িবɻ বǫািপ IPSC খুবই সমাদৃত একিট ɔিতেযািগতা। বছের একবার এই কেƴটʈ
হেয় থােক এবং সবাই এই কেƴটʈ করার জɏ মুিখেয় থােক। এখােন িবিভɈ ধরেনর ɔবেলম
ǯদয়া হেয় থােক। Encryption, Music, New Language, Gameআরও নানা টাইপ এর
ǯɔাȅািমং সমʓা ǯদয়া হেয় থােক যা অɏ কেƴটʈʝেলােত ǯদখা যায়না বলেলই চেল।

www.spoj.com এিট একিট Polish ওেয়ব সাইট। এখােনর সমʓা ʝেলাও ǯবশ ভােলা। িবিভɈ
ǯদেশর Informatics Olympiad এর ɔবেলম ʝেলা এখােন পাওয়া যায়। এছাড়াও এখােন
িবিভɈ টিপক এর ǯবশ কিঠন কিঠন এবং িশǹণীয় ɔবেলম থােক। িকʞ অেনক ɔবেলম এর
মাঝ ǯথেক বাছাই করা একিট কিঠন কাজ।

ace.delos.com/usacogate USA এর Informatics Olympiad দলেক ɔিশǹণ ǯদবার জɏ মু-
লত এই ওেয়ব সাইট। ǯসেɕɤর হেত এিɔল মাস পযǮɂ ɔিতমােস সাধারনত একিট কের কেƴট-
ʈহেয়থােক IOIএরɔʮিতʎʢপ।এখােনরofflineɔবেলমʝেলা১ Catagorywiseআলা-
দা করা আেছ, এবং তুিম ǯকান সমʓা সমাধান করেল তার analysis পােব।

১offline বলেত আমরা ɔǫাকিটস ɔবেলম বুেঝ থািক
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www.lightoj.com
www.z-trening.com
ipsc.ksp.sk
www.spoj.com
ace.delos.com/usacogate


িকছু চাইিনজ অনলাইন জাজ ǯবশ িকছু চাইিনজOJআেছ। acm.pku.edu.cn, acm.zju.edu.cn,
acm.tju.edu.cn এই িতনিট ɔধান বলেত পার। pku সাইেট আেগ মািসক কেƴটʈ হেতা
এবং তার analysis পাবিলশ করা হেতা। এখেনা pku এবং zju সাইেট কেƴটʈ হেয় থােক।
tju ওেয়ব সাইট এও অেনক ɔবেলম আেছ, তেব মুলত এখােন ɔǫাকিটস কেƴটʈ আেয়াজন
করা হেয় থােক।

projecteuler.net এই ওেয়ব সাইটিটেত অেনক mathematical সমʓা আেছ ǯযʝেলা তুিম হােত
কলেম সমাধান করেত পারেব না, িকʞ ǯকাড কের সমাধান করেত পারেব। িকʞ এখােন মুল
িজিনস হল ǯতামার mathematical skill. অǫালেগািরদম িʆল এর ǯথেক এখােন ǯতামার
mathematical skill এরই চচǮা ǯবিশ হয়।

uva সাইট এর িকছু ǯহিɰং টুল uhunt.felix-halim.netও uvatoolkit.com হলএমনʣিট টুল।এখা-
ǯন তুিম িনিদǮɾ কǫাটাগিরর ɔবেলম এর তািলকা পােব, ǯতামার userid িদেল ǯতামার জɏ
এরপের ǯকান ɔবেলম সƼভ করা ভােলা হেব তার তািলকা পােব। এছাড়াও ʣজেনর userid
িদেল তােদর মােঝ সƼভ করা ɔবেলম এর comparison ǯদখায়। উেɬখǫ ǯয, ʣই ভাই Felix
Halimএবং StevenHalim ǯɔাȅািমং জগেত ǯবশ নামী নাম। তারা একিট বই িলেখেছ যােত
বǫবʥত ɔবেলম এর তািলকাও এই ওেয়ব সাইটিটেত পাওয়া যােব।

www.e-maxx.ru এিট রািশয়ান ভাষায় িলখা একিট ওেয়ব সাইট। এখােন তুিম িবিভɈ টিপক এর
উপর িলখা article পােব। তুিম Google Translator িকংবা Bing Translator বǫাবহার
কের পেড় ǯদখেত পার!

infoarena.ro এিট ǯরামািনয়ানভাষায় িলখাএকিটওেয়বসাইট।এখােনও ǯবশ িকছু ভােলা article
আেছ।

http://www.hsin.hr/coci/ এিট Croatian Informatics Olympiad এর ওেয়ব সাইট। এখােন
ǯবশ িকছু Practice Contest হেয় থােক।

এখন িকছু বই এর নাম বলা যাক।

Introduction to Algorithms ǯলখকThomasH.Cormen, Charles E. Leserson, Ronald
L. Rivest এবং Clifford Stein

Programming Challenges ǯলখক Steven S Skiena এবং Miguel A Revilla

The Algorithm Design Manual ǯলখক Steven S Skiena

Algorithm Design ǯলখক Jon Kleinberg এবং Eva Tardos

Computational Geometry: Algorithms and Applications ǯলখক Mard de Berg,
Otfried Cheong, Marc van Kreveld এবং Mark Overmars

Computational Geometry in C ǯলখক Joseph O'Rourke

Art of Programming Contest ǯলখক Ahmed Shamsul Arefin

Data Structures and Algorithms in C++ ǯলখকMichael T. Goodrich, RobertoTamassia
এবং David M. Mount

Competitive Programming ǯলখক Felix Halim এবং Steven Halim

অেনক িকছুই ǯতা ǯপেল, িকʞ এখােন সবিকছুর িকʞ দরকার ǯনই। ǯতামার ǯযটা ভােলা লাগেব তা
ǯথেক ʤʡকরেব। ǯযইOJ ǯত ɔবেলম সƼভ করেত ভােলা লাগেব ǯসখােন সƼভ করেব। ǯয বই পড়েত
ভােলা লাগেব ǯসই বই পড়েব। িকʞ ɔধান কাজ হল করেত হেব। তুিম যিদ িনেজ না ǯদেখ অɏেদর
িজȘাসা কের ǯবরাও ǯয িক করব িক পড়েবা, তাহেল িকʞ হেব না। যত ǯবিশ ɔǫাকিটস করেব তত
ভােলা করেত পারেব। আেগই বেলিছ এটা internet এর যুগ, তুিম net এ সাচǮ করেলই এসব বই
এরpreview ǯদখেতপােব। ǯসখােন ǯথেকওতুিম বুঝেতপারেব ǯকান বইটা ǯতামােক suiteকরেছ।
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১.৫ িক িক জানেত হেব?
ʤʡকরারজɏ ǯতামােক ʤধু একিট ǯɔাȅািমং লǫাȊুেয়জজানেলই চলেব।ACMɔিতেযািগতাʝেলােত
C, C++, Java এই িতনিট ভাষা বǫবহার হেয় থােক। অɏিদেক Informatics Olympiad ʝেলােত
C, C++ এবং Pascal বǫবহার হয়। আমরা বাংলােদেশর ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতাʝেলায় ǯদেখ আসিছ
ǯয ৯৯.৯৯% মাʟষই C/C++ বǫবহার কের থােক। এখােন বেল রাখা ভােলা ǯয, অেনেক মেন কের C
আর C++ একদমআলাদা। আসেল তা না। তুিম C ǯত যা যা িলখবা তা C++ এও চলেব। উপরɂ C++
এ িকছু বাড়িত ʠিবধা আেছ যা আমরা আমােদর ʠিবধার জɏ বǫবহার কের থািক। তেব এটা সতǫ
ǯয আমরা C++ বলেত আসেল ǯযই Object Oriented Programming বুেঝ থািক তার িছেট
ǯফাটাও আমরা আমােদর ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতায় বǫবহার কির না বলেলই চেল। ʠতরাং ǯতামরা
যিদ C িশখ তাহেলই ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতা ʤʡ কের িদেত পারেব। ǯতামােক পুেরা C িশেখ এর
পের ʤʡ করেত হেব তাও িকʞ না। ǯতামােদর ʠিবধার জɏ আমরা ২ নং অধǫােয় ধােপ ধােপ িকছু
ǯɔাȅািমং ɔবেলম িনেয় আেলাচনা করব। তেব এই বই িকʞ ǯতামােদর C িশখােনার জɏ না। ǯতামরা
ǯযন C ঝালাই কের িনেত পার এজɏ ২ নং অধǫােয় খুব অɰ কথায় C এর িকছু িজিনস আমরা তুেল
ধেরিছ। মজার িজিনস হেȏ ɔায় সব লǫাȊুেয়জ এরই basic িজিনস সব একই রকম। if-else থাকেব,
loop থাকেব, function, array সবই থাকেব, ʤধু িলখেব একটু অɏভােব। এজɏতুিম যিদ একিট
লǫাȊুেয়জ জােনা তাহেল অɏ লǫাȊুেয়জ এর code ও বুঝেত পারেব। মােঝ মােঝ িকছু িজিনস না
বুঝেল internet ǯতা আেছই!
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অধǫায় ২

C ঝালাই

২.১ একিট ǯছাট ǯɔাȅাম এবং ইনপুট আউটপুট

আমরা ʤʡ করব খুবই simple একিট ǯɔাȅাম িদেয় (ǯকাডঃ ২.1)। এই ǯɔাȅামটা ǯতামরা run
করেল ǯদখেব যথারীিত 6আর 2 এর ǯযাগফল 8 ǯদখােব। িনɴয়ই বুঝেত পারছআমরা ǯযাগ িচʖ এর
জায়গায় িবেয়াগ, ʝন বা ভাগ িচʖ বǫবহার করেল যথাǸেম 4, 12 এবং 3 ǯদখােব।

Listing ২.1 : simple code.cpp

1 # i n c l u d e<s t d i o . h>
2
3 i n t main ( )
4 {
5 p r i n t f ( "%d\n " , 6 + 2 ) ;
6 r e t u r n 0 ;
7 }

িকʞ ǯতামরা ভাবেত পার ǯয এই একটা ǯযাগ করেতই এত বড় ǯকাড িলখেত হেব? আসেল খুব
শীȇই বুঝেত পারেব ǯয খুব ǯছাট ǯকাড িদেয় ǯকমেন অেনক বড় বড় কাজ কের ǯফলা যায়। ǯকবল ǯতা
ʤʡ! যাই ǯহাক, ǯবিশ দূের যাবার আেগ সংেǹেপ ǯদেখ ǯনই ɔিতটা লাইন এর মােনঃ

Line 1 stdio.h নােমর header file ǯক include করা। িবিভɈ ধরেনর header file আেছ।
এই ফাইলিটর কাজ হল ইনপুট আউটপুট এর কাজ করা। stdio এর পূণǮ অথǮ হল standard
input output.

line 2 empty line. আমরা ǯকাড এর ǯসৗɄেযǮর জɏএরকমফঁাকা লাইন বা space বা tab িদেয়
থািক। এেত কের পরবতǮীেত ǯতামারই ǯকাড বুঝেত ʠিবধা হেব।

line 3 এখান ǯথেকmain functionʤʡহেয়েছ। যখন ǯতামার ǯকাড runকরেবতখনএই function
ǯথেকই কাজ ʤʡ হয়। আর এই function একিট integer ডাটা return কের।

line 5 এখােন ʣিট সংখǫার ǯযাগফল িɔƴটকরা হেȏ।তুিম যিদএকইসােথ ǯযাগফলএবং িবেয়াগফল
িɔƴট করেত চাও তাহেলঃ printf("%d %d\n", 6 + 2, 6 - 2) এভােব িলখেত পার।

line 6 main function িট 0 সংখǫা return করেব।

এখন এই ǯɔাȅাম (ǯকাডঃ ২.1) এর সমʓা হল, তুিম ǯযই ǯযই সংখǫা ǯযাগ করেত চাও ǯতামােক
ǯসই ʣিট সংখǫা ǯকাড এ িগেয় পিরবতǮন কের আবার run করেত হেব। আমরা চাইেল user এর কাছ
ǯথেক ʣিট সংখǫা ǯচেয় তােদর ǯযাগ করেত পাির। অথǮাৎ ʣইিট সংখǫা ইনপুট িনেয় তােদর ɔেসস কের
আমরাআউটপুট করেত চাই এবং এজɏ ǯতামােদর scanf ফাংশন বǫবহার করেত হেব (ǯকাডঃ ২.2)।
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Listing ২.2 : simple input.cpp

1 # i n c l u d e<s t d i o . h>
2
3 i n t main ( )
4 {
5 i n t a , b ;
6 s c a n f ( "%d %d " , a , b ) ;
7 p r i n t f ( "%d\n " , a + b ) ;
8 r e t u r n 0 ;
9 }

এখােন a এবং b হল ʣিট variable. আমরা বীজগিণত করার সময় ǯযমন অজানা িকছুর মান
ǯক x, y, a, b, p এরকম ধের থািক, িঠক ǯতমিন আমােদর C ǯতও variable আেছ। আমরা ইনপুট
ǯনবার আেগ িকʞ জািন না ǯয ʣিট সংখǫার মান িক। ʠতরাং আমরা a এবং b নােম ʣিট variable
ǯক declare কেরিছ। এবং scanf ফাংশন িদেয় তােত মান ইনপুট িনেয়িছ। ǯতামরা ভাবেত পার ǯয,
আউটপুট এর সময় ʤধু aআর b িছল অথচ ইনপুট এর সময় ǯকন &aআর&b ǯদয়া হল? একটু পেরই
এই িজিনসটা বুঝেত পারেব। আপাতত মেন কর ǯয এভােবই িলখেত হেব। ʠতরাং এখন এর পেরর
লাইেন আমরা 6 + 2 এর জায়গায় ʤধু a + b িলখেলই ইনপুট ǯদয়া সংখǫা ʣিট ǯযাগ কের ǯদিখেয়
িদেব। আমরা ǯযাগ এর পিরবেতǮ চাইেল িবেয়াগ ( - ), ʝন ( * ), ভাগ ( / ) বা ভাগেশষ িচʖ ( % )
বǫবহার করেত পাির। ১

এখন কথা হল, এতটু˄ িশেখই িক একটা ɔবেলম সƼভ কের ǯফলা সɥব? অবɹই সɥব! আমরা
ǯতামােদর practice এর জɏ এই অধǫােয়র ɔিতিট ǯসকশন এর ǯশেষ ঐ ǯসকশন সɢিকǮত িকছু
সমʓা িদব। ǯতামােদর ʠিবধার জɏ িকছু িকছু সমʓার hints এই অধǫায় এর ǯশেষ থাকেব। যিদ
ǯকান সমʓা Online Judge হেত ǯনয়া হয় তাহেল OJ এর নাম এবং ɔবেলম নাɤার ǯদয়া থাকেব।

ɔǫাকিটস ɔবেলম
• Timus 1000 • Timus 1264 • Timus 1293 • Timus 1409

২.২ ডাটা টাইপ এবং math.h ǯহডার ফাইল
এখন িকছু experiment করা যাক। ǯতামরা আেগর ǯɔাȅাম (ǯকাড ২.2) এ ǯযাগ এর জায়গায় ʝন
দাও (a ∗ b) আর run কের 100000 এবং 100000 ইনপুট দাও। ǯদখেব মাথা খারাপ করা উȳর
িদেয়েছ (ঋণাȯক িদেলও িকʞ অবাক হয় না)! না, তুিম ǯতামার ǯɔাȅােম ভুল কর িন। তুিম িকছু ǯছাট
সংখǫা িদেলই ǯদখেব ǯতামার ǯɔাȅাম িদিবǫ সিঠক উȳরিটই িদেȏ। আসেল সব িকছুর একটা সীমা
আেছ। (যারা python জাননা তােদর ȘাতােথǮ বিল, python এ যত বড়ই দাও না ǯকন ǯকান সমʓা
ǯনই!) আমরা ǯযই a বা b variable টা declare কেরিছ তা িকʞ int টাইপ। একিট int টাইপ এর
variable −231 ǯথেক 231পযǮɂ মান এর িহসাব িনকাশ করেত পাের।২ এর িহসােবর range হল
−263 হেত 263− 1 পযǮɂ। আমরা int টাইপ এর ডাটা ইনপুট আউটপুট এর জɏ ǯযমন %d বǫবহার
করতাম িঠক ǯতমিন long long এর জɏ%lld বǫবহার করেত হেব।৩

এখন তুিম ǯɔাȅামটােত ʝেনর পিরবেতǮ ভাগ বিসেয় দাও আর 3 ǯক 2 িদেয় ভাগ দাও। উȳর ǯতা
তুিম জানই 1.5 িকʞ ǯতামার ǯɔাȅাম কত বেল? িনɴয়ই 1? িক ভাবছ? কিɢউটার ভুল কেরেছ?
ǯমােটও না। এটা সবসময় মেন রাখেব, কিɢউটার কখনও ভুল কের না। তাহেল কািহনী িক? কািহনী
হল, যিদ a ও b ʣিটই int হয় তাহেল a/b হেব তােদর ভাগফেলর integer অংশ। তাহেলর ɔɶ

১a%b এর মান হল a ǯক b িদেয় ভাগ করেল যত ভাগেশষ থাকেব তত।
২ǯতামােদর কɰনার ʠিবধােতǮ বেল রািখ 231 ≈ 2 ∗ 109. তুিম যিদ আেরকটু বড় সংখǫার িহসাব িনকাশ করেত চাও

তাহেল int এর পিরবেতǮ long long বǫবহার করেত পার।
৩অেনক সময় ǯদখেব long long বেল িকছু ǯনই। তখন ǯতামােদর int64 বǫবহার করেত হেব এবং এর সােথ %I64d

বǫবহার করেত হেব।
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আসেত পাের 1.5 ǯকমেন পাব? তুিম যিদ দশিমেকর সংখǫা বǫবহার করেত চাও তাহেল ǯতামােক
double বা float বǫবহার করেত হেব।১ ʣরকম ডাটা টাইপ থাকার কারণ হল ǯসই int আর long
long থাকার মত। float এর range কম, double এর range ǯবিশ। তেব আমরা সবসময় বেল
থািক ǯয, float কখনও ǯযন বǫবহার না কর। কারণ এর precision অেনক কম।২ িকʞ তাই বেল
আবার int বǫবহার না কের সবসময় long long বǫবহার কর না। কারণ int এর তুলনায় long long
ǯবশ slow. ǯতামরা ɔবেলম সিƼভং এ একটু অভǫʉ হেয় ǯগেল signed ও unsigned ডাটা টাইপ
সɢেকǮও ǯজেন রাখেব। কারণ ɔবেলম সিƼভং এ মােঝ মােঝই এর দরকার পের।

আমরা এখন পযǮɂ একটাই ǯহডার ফাইল ǯদেখিছ (stdio.h). আরও একিট ǯহডার ফাইল ǯদখা
যাক, এটা হল math.h ǯহডার ফাইল। নাম ǯদেখই বুঝা যােȏ এখােন math সংǸাɂ িকছু ফাংশন
ǯদয়া আেছ। আমােদর কǫাল˄েলটর এ ǯযমন অেনক ফাংশন আেছ (ǯযমন sin, cos, tan, square
root, square, cube ইতǫািদ) িঠক ǯতমিন এই math.h ǯহডার ফাইল এ এধরেনর ǯবশ িকছু
ফাংশন আেছ। ǯটিবল নং ২.১ ǯত math.h এর িকছু ʝʡȮপূণǮ ফাংশন ǯদয়া আেছ।

সারনী ২.১: math.h এর িকছু ফাংশেনর তািলকা

sqrt(x) এটা xএর square root িনণǮয় কের। x ǯক অবɹইঅঋণাȯক হেত হেব। নাহেল
Run Time Error (RTE) হেব

fabs(x) এটা x এর পরম মান িনণǮয় কের
sin(x), cos(x), tan(x) x এর sin, cos, tan িনণǮয় কের থােক। এখােন x ǯক radian একেক িদেত হেব।
asin(x), acos(x), atan(x) x এর sin−1, cos−1, tan−1 িনণǮয় কের থােক। এখােন x ǯক অবɹই [−1, 1]

range এ হেত হেব।
atan(x), atan2(y, x) ǯযেহতু∆y = 1,∆x = 0 হেল আমােদর tan−1 এর মান atan ফাংশন িদেয়

ǯবর করা যায় না, ǯসেǹেȴ atan2 বǫবহার করা হয়।
pow(x, y) এিট xy িনণǮয় কের থােক।
exp(x) এিট ex িনণǮয় কের।
log(x), log10(x) এখােন log হল natural logarithmআর log10 হল 10 based logarithm.
floor(x), ceil(x) যথাǸেম floor এবং ceiling ǯদয়।

ǯকাড ২.3 ǯত আমরা একিট বৃেȳর ǯǹȴফল িনণǮয় করার ǯকাড ǯদয়া হল। এখােন ǯখয়াল কর
আমরা ৯ নাɤার লাইন এ ǯকমেন π এর মান িনণǮয় করলাম। আমরা জািন ǯয, cosπ = −1 ʠতরাং
acos(-1) হল π.৩

Listing ২.3 : circle area.cpp

1 # i n c l u d e<s t d i o . h>
2 # i n c l u d e<math . h>
3
4 i n t main ( )
5 {
6 doub l e r , a r e a , p i ;
7
8 s c a n f ( "%l f " , &r ) ;
9
10 p i = a co s (−1.) ;
11 a r e a = p i ∗ r ∗ r ;
12
13 p r i n t f ( "%l f \n " , a r e a ) ;

১double ও float এ ইনপুট আউটপুট এর জɏ যথাǸেম %lf ও %f বǫবহার করা হয়
২ǯতামরা যিদ double, float এসেবর precision সɢেকǮ আরও জানেত চাও তাহেল http://community.topcoder.

com/tc?module=Static&d1=tutorials&d2=integersReals এই article পেড় ǯদখেত পার।
৩অেনেকর ভুল ধারনা আেছ ǯয π = 22

7
, এটা ǯকবল মাȴ একিট approximation তুিম এই মান িদেয় িহসাব করেল

কখনই সিঠক উȳর পােব না।
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14
15 r e t u r n 0 ;
16 }

ɔǫাকিটস ɔবেলম
• ʣইিট 2D িবʯর co-ordinate ইনপুট িনেয় তােদর মােঝর ʣরȮ িɔƴট কর।

• একিট িȴভুেজর িতনিট বাʦর ǰদঘǮǫ ǯদয়া আেছ, তার িতনিট ǯকাণ িনণǮয় কর।

• একিট িȴভুেজর িতনিট বাʦর ǰদঘǮǫ ǯদয়া আেছ, তার ǯǹȴফল িনণǮয় কর।

• একিট বৃেȳর বǫাসাধǮ ǯদয়া আেছ, পিরসীমা িনণǮয় কর।

• ǯকান একিট সংখǫার বগǮমূেলর কােছর integer সংখǫাটা িɔƴট কর।

• একিট িȴভুেজর vertex ʝেলার co-ordinate ǯদয়া আেছ, ǯǹȴফল িɔƴট কর।

২.৩ if - else if - else
এতǹণ আমরা যা করলাম তা িকʞ একটা সাধারন কǫাল˄েলটর িদেয়ও করা যায়। িকʞ আমরা এক-
টা কǫাল˄েলটের িকʞ লিজকাল কাজ করেত পাির না। ǯযমন আমরা যিদ একটা সাল িলিখ ǯযমন ধর
২০০৪ আমােদর কǫাল˄েলটর িকʞ বলেত পারেব না ǯয ǯসটা leap year িকনা। একিট সাল তখিন
leap year হেব যিদ ǯসটা ৪০০ Ȼারা িবভাজǫ হয় বা ৪ Ȼারা ভাগ যায় িকʞ ১০০ Ȼারা না যায়। সা-
মেন এʝেনার আেগ এই কথাটু˄র মােন ভােলা কের িচɂা কের নাও। এখােন এই িহসাবটা িকʞ তুিম
কǫাল˄েলটর এ করেত পারেব না। হঁǫা হয়েতা তুিম এটা ǯদখেত পার ǯয সংখǫাটা ৪০০ Ȼারা ভাগ যায়
িকনা অথবা ১০০ বা ৪ Ȼারা ভাগ যায় িকনা এর পর তুিম িনেজ িসȼাɂ িনেব ǯয বছরিট leap year
িকনা। িকʞ তুিম একটা ǯɔাȅাম এর সাহােযǫ সহেজই leap year িনণǮয় এর ǯɔাȅাম িলখেত পারেব।
এর জɏ যা ɔেয়াজন তাহেলা if-else if-else. এই িজিনসটা ǯকমেন িলখেত হয় টা ǯকাড ২.4 এ
ǯদখােনা হল। এটা ǯকান সিঠক ǯকাড নয়, এখােন ʤধুমাȴ syntax টা ǯদখােনা হল। ১

Listing ২.4 : simple if

1 i f ( c o n d i t i o n 1 )
2 {
3 / / i f c o n d i t i o n 1 i s t r u e
4 }
5 e l s e i f ( c o n d i t i o n 2 )
6 {
7 / / o t h e r w i s e i f c o n d i t i o n 2 i s t r u e
8 }
9 . . .
10 e l s e
11 {
12 / / i f no c o n d i t i o n s a r e t r u e
13 }

এখন ɔɶ হলআমরা condition িলখব ǯকমেন? আমােদর ǯযমন +, -, *, / িচʖআেছ (এেদরেক
arithmetic operator বলা হয়) িঠক ǯতমিন িকছু comparison operator আেছ। ǯযমনঃ <
,>,<=, >=, ==(equal), ! =(not equal). আমরা একটা খুব সহজ ǯকাড ǯদিখ যা বলেত
পাের ǯয ইনপুট সংখǫাটা ǯজাড় না িবেজাড় (ǯকাড ২.5

১syntax মােন হল িলখার িনয়ম। ǯযমন ɔায় ɔিতিট লাইন এর ǯশেষ ǯসিমকলন িদেত হয়। এটাই syntax.

২০



Listing ২.5 : odd even.cpp

1 # i n c l u d e<s t d i o . h>
2
3 i n t main ( )
4 {
5 i n t a ;
6 s c a n f ( "%d " , &a ) ;
7
8 i f ( a % 2 == 0 )
9 {
10 p r i n t f ( "%d i s even\n " , a ) ;
11 }
12 e l s e
13 {
14 p r i n t f ( "%d i s odd\n " , a ) ;
15 }
16
17 r e t u r n 0 ;
18 }

ǯতামরা যিদ একটু িচɂা কর খুব সহেজই leap year এর জɏও ǯɔাȅাম িলেখ ǯফলেত পারেব।
আমরা ɔথেম ǯদখব সংখǫা টা ৪০০ Ȼারা ভাগ যায় িকনা, না ǯগেল ǯদখব সংখǫা টা ১০০ Ȼারা ভাগ যায়
িকনা, তাহেল ǯদখব ৪ Ȼারা যায় িকনা। ǯɔাȅামটার ǯকাড ǯতামােদর ǯকাড ২.6 এ ǯদখােনা হল।

Listing ২.6 : leap year.cpp

1 # i n c l u d e<s t d i o . h>
2
3 i n t main ( )
4 {
5 i n t y e a r ;
6 s c a n f ( "%d " , &y e a r ) ;
7
8 i f ( y e a r % 400 == 0 )
9 {
10 p r i n t f ( "%d i s Leap Year\n " , y e a r ) ;
11 }
12 e l s e i f ( y e a r % 100 == 0 )
13 {
14 p r i n t f ( "%d i s n o t Leap Year\n " , y e a r ) ;
15 }
16 e l s e i f ( y e a r % 4 == 0 )
17 {
18 p r i n t f ( "%d i s Leap Year\n " , y e a r ) ;
19 }
20 e l s e
21 {
22 p r i n t f ( "%d i s n o t Leap Year\n " , y e a r ) ;
23 }
24
25 r e t u r n 0 ;
26 }

ǯতামরা চাইেল িকʞ এখােন curly brace () ʝেলা সিরেয় ǯফলেত পার। যিদ ǯকান if / else
if / else ɞক এর িভতের ǯকবল মাȴ একিট লাইন থােক তাহেল curly brace না িদেলও চেল।
আরওএকিট িজিনস, তাহেলা ǯতামরাঅথǮেবাধকvariableএরনাম বǫবহারকরেল ǯদখেবপরবতǮীেত
ǯতামােদরই ǯকাডটা বুঝেত ʠিবধা হেব।

leap year এর ǯকাডটা িকʞ অেনক বড়। আমরা চাইেলই এই ǯকাডটােক অেনক ǯছাট কের
ǯফলেতপাির।তেবএজɏআমােদরজানেত হেব logical operator সɢেকǮ। logical operator

২১



িতনিটঃ || (or), && (and), ! (not). ʣইটা condition এর মােঝ || িদেল তােদর ǯকান একিট সতǫ
হেলই পুরটা সতǫ হেব, && িদেল ʣেটা সতǫ হেলই ǯকবল পুেরাটা সতǫ হেব আর ! ǯকান একিট
condition এর সামেন িদেল ঐ condition িমেথǫ হেলই ǯকবল পুেরাটা সতǫ হেব। ǯকাড ২.7 ǯত
আমরা logical operator বǫবহার কের ǯকমেন leap year িনণǮয় এর ǯছাট ǯɔাȅাম িলখা যায় তা
ǯদখালাম। ǯখয়াল করেল ǯদখেব ǯয আমরা লিজকʝেলােক bracket বিɄ কেরিছ। িজিনসটা িকছুটা
5 − (2 + 1)আর 5 − 2 + 1 এর মত বা 5 + 2 ∗ 1 এর মতও মেন করেত পার। আমরা ʎভাবতই
জািন ǯয ʝন এর কাজ ǯযাগ এর আেগ হেব, িকʞ আমরা যিদ sure না হই তাহেল তােদর bracket
বিɄ কের ǯফলাই বুিȼমােনর মত কাজ।

Listing ২.7 : leap year2.cpp

1 # i n c l u d e<s t d i o . h>
2
3 i n t main ( )
4 {
5 i n t y e a r ;
6 s c a n f ( "%d " , &y e a r ) ;
7
8 i f ( y e a r % 400 == 0 | | ( y e a r % 100 != 0 && y e a r % 4 == 0 ) )
9 p r i n t f ( "%d i s Leap Year\n " , y e a r ) ;
10 e l s e
11 p r i n t f ( "%d i s n o t Leap Year\n " , y e a r ) ;
12
13 r e t u r n 0 ;
14 }

এখন তাহেল ǯতামার িনেজর ইȏামত িকছু লিজকাল ɔবেলম সƼভ কর। িনেচ িকছু ɔǫাকিটস ɔব-
ǯলম ǯদয়া হলঃ

ɔǫাকিটস ɔবেলম
• Palindrome হল ǯসই িজিনস যা সামেন ǯথেক পড়েতও যা, িপছন ǯথেক পড়েতও তা। ǯযমন
িকছু Palindrome number হলঃ 1, 2, 3, . . . 9, 11, 22, 33, . . . 99, 101, 111, 121, . . ..
ǯতামােক n তম Palindrome Number িɔƴট করেত হেব। (n < 100)

• nএর মান ǯদয়াআেছ, ǯতামােক
∑n

i=1 i ∗ (n− i+ 1) = 1∗n+2∗(n−1)+ . . . n∗1
এর মান ǯবর করেত হেব। (এটা িকʞ if-else এর ɔǫাকিটস ɔবেলম!)

• ʣইিট সংখǫার মােঝ বড়িট িɔƴট কর। এর পের িতনিট সংখǫার জɏও ǯচɾা কের ǯদখ।

• িতনিট সংখǫা ইনপুট িনেয় তােদর ǯছাট হেত বড় অʟসাের িɔƴট কর।

• একিট co-ordinate ǯদয়া আেছ, ǯতামােক বলেত হেব ǯসটা ǯকান quadrant এ পের।

• Timus 1068

২.৪ Loop
Loop মােন হেȏ ǯকান একটা কাজ বার বার করা। ǯযমন ধরআিম চাইেতিছ ǯযআমােদর এরআেগর
a + b এর ǯɔাȅাম (ǯকাড ২.2) টা বার বার চলুক। বা ধর আমরা চাইেতিছ ǯয 1 ǯথেক 100 পযǮɂ
ǯযাগ করেত চাই, অথǮাৎ ɔথেম আিম 1 ǯযাগ করব, এর পর 2 , এর পর 3 এভােব 100 পযǮɂ। এইসব
কাজ loop এর সাহােযǫ করা হেয় থােক। C ǯত loop মুলত িতনিট। For loop, While loop, Do-
While loop. আমরা আপাতত ɔথম ʣইিট িনেয় কথা বলব, পরবতǮী ǯকান এক অধǫায় এ আমরা
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তৃতীয়িটর বǫাপাের কথা বলব। আসেল সিতǫ কথা বলেত, আমরা ɔথম ʣিটই সাধারনত বǫবহার কের
থািক। if-else এ ǯযমন একিট লাইন হেল curly brace ǯদয়ার দরকার হয়না এেǹেȴও িকʞ তাই।
ǯকাড ২.8 এ আমরা for loop ও while loop এর outline এবং িকছু উদাহরন ǯদখােনা হেয়েছ।
আসেলতুিম িজিনসটা উদাহরনʝেলা ǯথেক বুঝেতপারেব ভােলা মত। ১ এখােনর ǯকাডটু˄ িকʞmain
faunction এর িভতের রাখা হয় নাই, আমরা ǯকাডেক সংিǹɐ রাখার জɏ এরকম কেরিছ।

Listing ২.8 : simple loop.cpp

1 / / p r o t o t y p e ( n o t s y n t a c t i c a l l y v a l i d l i n e )
2 f o r ( i n i t i a l i z a t i o n ; c o n d i t i o n ; i n c r em e n t / d e c r emen t ) {}
3 wh i l e ( c o n d i t i o n i s t r u e ) {}
4
5 / / Examples
6 f o r ( i = 1 ; i <= 10 ; i ++) p r i n t f ( "%d\n " , i ) ; / / p r i n t s f rom 1 t o 10
7 f o r ( i = 10 ; i >= 1 ; i−−) p r i n t f ( "%d\n " , i ) ; / / p r i n t s f rom 10 t o 1
8 f o r ( i = 1 ; i <= 10 ; i += 2 ) p r i n t f ( "%d\n " , i ) ; / / p r i n t s odd numbers

f rom 1 t o 10
9
10 i = 5 ;
11 wh i l e ( i <= 7 ) { p r i n t f ( "%d\n " , i ∗ 2 ) ; i ++;} / / p r i n t s 10 , 12 , 14

এটা ǯজেন রাখা ভােলা ǯয for loop এর ǯকান িজিনেসর পর ǯকান িজিনেসর কাজ হয়। ɔ-
থেম initialization হয়। এর পর condition যিদ সিতǫ হয় তাহেল ǯস িভতের ঢুকেব অɏথা
loop ǯথেক ǯবিরেয় যােব। যিদ সতǫ হয় তাহেল ǯস loop এর িভতের ঢুকেব। সব কাজ ǯশেষ ǯস
increment/decrement অংেশ যােব। এর পর আবার condition ǯচক কের আবার loop এর
িভতের ঢুকেব বা বাইের চেল যােব। while loop ǯস তুলনায় অেনক ǯসাজা। এটা condition ǯচক
করেব, যিদ সতǫ হয় তাহেল িভতের ঢুকেব নাহেল বাইের ǯবিরেয় যােব। যিদ এটু˄ বুেঝ থাক তাহেল
বলেতা ǯকাড ২.8 এর ɔিতিট loop এর ǯশেষ i এর মান কত হয়? একটু িচɂা করেল ǯদখেব, ɔথম
for loop ǯশেষ i এর মান 11, িȻতীয় for loop ǯশেষ 0, তৃতীয় for loop ǯশেষ 11 এবং while
loop ǯশেষ 8. loop বǫবহার কের আরও িকছু উদাহরন ǯকাড ২.9 এ ǯদখােনা হল।

Listing ২.9 : simple loop2.cpp

1 / / c o u n t s how many 2 d i v i d e s 100
2 x = 100 ;
3 c n t = 0 ;
4 wh i l e ( x % 2 == 0 )
5 {
6 x = x / 2 ;
7 c n t ++;
8 }
9
10 / / f i n d s o u t t h e h i g h e s t number which i s power o f 2 and l e s s t h a n

1000
11 x = 1 ;
12 wh i l e ( x ∗ 2 < 1000) x ∗= 2 ;
13
14 / / same t h i n g u s i n g f o r l o op . Note a s em i c o l o n i s a f t e r t h e f o r l o op .
15 f o r ( x = 1 ; x ∗ 2 < 1000 ; x ∗= 2 ) ;

loopএর জɏ খুবই ʝʡȮপূণǮ ʣইিট keyword হলঃ break এবং continue. আমরা চাইেল
ǯযেকােনা সময় আমােদর loop ǯভেȊ ǯবর হেয় ǯযেত পাির। আবার আমরা চাইেল ǯযেকােনা সময়
loop এর িভতের িলখা বািক কাজ ʝিল না কের loop এর পরবতǮী iteration এ চেল ǯযেত পাির।
break ও continue সহ আরও িকছু উদাহরন ǯতামােদর ǯকাড ২.10 এ ǯদখােনা হল।

১i++ মােন হল i = i + 1 এবং i += 2 মােন হল i = i + 2. ǯকাড এ থাকা double slash Ȼারা comment বুিঝেয় থােক।
পরবতǮীেত ǯকাড ভােলা মতও বুঝার জɏ এভােব comment কের রাখা হয়।
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Listing ২.10 : simple loop3.cpp

1 / / p r i n t s odd numbers f rom 1 t o 10
2 f o r ( i = 1 ; i <= 10 ; i ++)
3 {
4 i f ( i % 2 == 0 ) c o n t i n u e ;
5 p r i n t f ( "%d\n " , i ) ;
6 }
7
8 / / p r i n t s o n l y 1 , 2 and 3
9 f o r ( i = 1 ; i <= 10 ; i ++)
10 {
11 i f ( i > 3 ) b r e a k ;
12 p r i n t f ( "%d\n " , i ) ;
13 }
14
15 / / t a k e s i n p u t u n t i l t h e i n p u t i s 0
16 / / s ome t imes i t i s n eeded f o r OJs .
17 / / EOF = End Of F i l e .
18 wh i l e ( s c a n f ( "%d " , &a ) != EOF )
19 {
20 i f ( a == 0 ) b r e a k ;
21 p r i n t f ( "%d\n " , a ) ;
22 }
23
24 / / i n s h o r t
25 wh i l e ( s c a n f ( "%d " , &a ) != EOF && a )
26 {
27 p r i n t f ( "%d\n " , a ) ;
28 }

অেনক সময়আমােদর একিট loop এর িভতেরআেরকিট loop িলখার ɔেয়াজন হয়। ǯযমন, ধরা
যাকআমােদর n ǯদয়া আেছআমােদর ǯবর করেত হেবঃ 1+ (1+2)+ (1+2+3)+ . . .+(1+
2 + . . . + n). এখন ǯখয়াল কর, আমােদর যিদ ʤধু (1 + 2 + . . . + n) ǯবর করেত ǯদয়া হেতা
তাহেল িকʞ কাজটা ǯবশ সহজ। একটা for loop 1 ǯথেক n পযǮɂ চািলেয় ǯযাগফল ǯবর করেলই হয়।
িকʞ এরকম 1 ǯথেক কত পযǮɂ ǯযাগ করেত হেব তাও িকʞ এখােন পিরবতǮন হেȏ। ɔথেম 1 পযǮɂ,
এর পের 2 পযǮɂ এরকম কের ǯশেষ n পযǮɂ। ʠতরাং আমরা যা করব তাহল একটা for loop িদেয়
আমরা upper bound টােক বাড়াব আেরকটা for loop িদেয় আমরা ǯযাগ করব। ১ এই ǯকাডটা
ǯকাড ২.11 এ ǯদখােনা হলঃ

Listing ২.11 : simple loop4.cpp

1 sum = 0 ; / / v e r y i m p o r t a n t . many o f you f o r g e t s t o i n i t i a l i z e
v a r i a b l e

2 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++)
3 f o r ( j = 1 ; j <= n ; j ++)
4 sum += j ;

ɔǫাকিটস ɔবেলম
• িনেচর িসিরজʝেলা ǯকাড িলেখ সমাধান করঃ

১. 1 + 2 + 3 + . . .+ n

২. 12 + 22 + 32 + . . .+ n2

১ǯতামরা চাইেল িকʞ িভতেরর loop টার জায়গায় formula বিসেয় িদেত পার, বা পুেরা িজিনসটাই িকʞ formula িদেয়
সƼভ করা যায় :)
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৩. 11 + 22 + 33 + . . .+ nn

৪. 1 + (2 + 3) + (4 + 5 + 6) + . . .+ nth term

৫. 1− 2 + 3− 4 + 5 . . .nth term

৬. 1 + (2 + 3 ∗ 4) + (5 + 6 ∗ 7 + 8 ∗ 9 ∗ 10) + . . .+ nth term

৭. 1 ∗ n+ 2 ∗ (n− 1) + . . .+ n ∗ 1

• n ইনপুট এর জɏ িচȴ ৩.১ এর িপরািমড ʝিল িɔƴট করার ǯɔাȅাম িলখ।

নকশা ২.১: িকছু িপরািমড n = 3 এর জɏ

• Palindrome হল ǯসই িজিনস যা সামেন ǯথেক পড়েতও যা, িপছন ǯথেক পড়েতও তা। ǯযমন
িকছু Palindrome number হলঃ 1, 2, 3, . . . 9, 11, 22, 33, . . . 99, 101, 111, 121, . . ..
ǯতামােক n তম Palindrome Number িɔƴট করেত হেব। (n < 109) (এই সমʓাটা
আেগর ǯসকশেন িছল তেব কম মােনর জɏ)

• ǯকান একিট সংখǫাnPrime হেব যিদ ǯসিট 1 ǯথেক বড় হয়এবং 1ban ছাড়াআর ǯকান ধনা-
ȯক সংখǫা Ȼারা িবভাজǫ না হয়। ǯতামােক n ǯদয়া আেছ বলেত হেব এিট Prime িক Prime
নয়।

• n! িনণǮয় কর।

• n ও r ǯদয়া আেছ, ǯতামােক
(
n
r

)
= n!

r!(n−r)! িɔƴট করেত হেব।

• x ও n ǯদয়া আেছ, ǯতামােক cosx এর মান maclaurine series এর সাহােযǫ ǯবর করেত
হেব। cosx এর series িট হেȏ 1− x2

2! + x44! + . . .+ nth term

• িকছু OJ এর ɔবেলমঃ – Timus 1083 – Timus 1086 – Timus 1209

–LightOJ1001 –LightOJ1008১ –LightOJ1010২ –LightOJ1015 –LightOJ
1022 – LightOJ 1053 – LightOJ 1069 – LightOJ 1072 – LightOJ 1107
–LightOJ1116 –LightOJ1136 ৩ –LightOJ1182 –LightOJ1202 –LightOJ

১formula ǯবর কর। ǯতামােক quadratic equation ǯবর করেত হেত পাের।
২pattern ǯবর কর
৩A হেত B এর answer ǯবর না কের 0 হেত B এর answer ǯথেক 0 ǯথেক A − 1 এর answer িবেয়াগ করেল

িজিনসটা ǯসাজা হয়।
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1211১ – LightOJ 1216২ – LightOJ 1294 – LightOJ 1305 – LightOJ 1311
– LightOJ 1331 – LightOJ 1433
– Last but not the least UVa 100

২.৫ Array ও String

ধর একিট Game Show ǯত 10 জন ɔিতেযাগী আেছ। Host একিট কের ɔɶ কের, ɔিতেযাগীেদর
বাজার িটেপ answer করেত হেব। answer িঠক থাকেল 1 পেয়ƴট কের পােব। Game ǯশেষ যার
পেয়ƴট সবেচেয় ǯবিশ ǯস জয়ী। একািধক জনও িবজয়ী হেত পাের। এখন ǯতামােক এর জɏ একিট
ǯɔাȅাম িলখেত বলা হল। তুিম িক করেব? সবার পেয়ƴট এর িহসাব রাখার জɏ আলাদা আলাদা
10িট variable রাখেব, ধর variable ʝেলা হলঃ a, b, . . . j। এর পর ǯতামােক যিদ বলা হয় ɔথম
ɔিতেযাগী সিঠক উȳর িদেয়েছ তাহেল তুিম a এর মান এক বাড়ােব, এরকম কের ǯযই ɔিতেযাগী িঠক
উȳর িদেব তার পেয়ƴট তুিম বাড়ােব। িকʞ এই িজিনস িকʞ অেনক ঝােমলার। কারণ, ǯতামােক 10টা
if-else লািগেয় ǯচক করেত হেব ǯয ǯকান variable এর মান তুিম বাড়াবা। আবার game ǯশেষ
ǯতামােক অেনক ʝেলা if-else িদেয় ǯবর করেত হেব ǯয ǯক বা কারা কারা জয়ী (যিদ আমার িহসাব
ভুল না যায়, ǯতামােক 20টা if-else লাগােত হেব)। এখন যিদ ǯতামার ɔিতেযাগী সংখǫা আরও বােড়
তাহেল?

এই অʠিবধােক দূর করার জɏই আমােদর কােছ Array নামক িজিনসটা আেছ। Array আর
িকছুই না, অেনকʝেলা variable এর সমɊয়। আমরা যিদ বিল int a[10] এর মােন int টাইপ এর
10িট variable ǰতির হেয় যােব। এেদর নাম হেবঃ a[0], a[1], . . . a[9]. মেন কর ǯতামােক বলল
ǯয ɔথম ɔিতেযাগী id = 1 একিট সিঠক উȳর িদেয়েছ তাহেল িকʞ a[id − 1] + + করেলই ɔথম
ɔিতেযাগী এর variable এর মান এক ǯবেড় যােব।৩ এখন সবার ǯশেষআেসmaximum ǯবরকরার
কাজ, িচɂা করেল ǯদখেবএকিট for loopএরসাহােযǫ খুব সহেজইmaximumসিঠকউȳরটা ǯপেয়
যােব। ǯযমনঃ 10 জন ɔিতেযাগী এবং 100িট ɔেɶর ǯখলায় িবজয়ী িনণǮেয়র ǯɔাȅামিটর ǯকাড ২.12।

Listing ২.12 : simple array.cpp

1 / / i n i t i a l i z a t i o n
2 f o r ( i = 0 ; i < 10 ; i ++) a [ i ] = 0 ;
3
4 f o r ( i = 0 ; i < 100 ; i ++)
5 {
6 s c a n f ( "%d " , &i d ) ; / / t h e p l a y e r g i v i n g c o r r e c t an swe r
7 a [ i d − 1]++ ; / / i n c r em e n t p l a y e r s p o i n t
8 }
9
10 maximum score = 0 ; / / i n i t i a l i z i n g max s c o r e
11 f o r ( i = 0 ; i < 10 ; i ++)
12 i f ( maximum score < a [ i ] ) / / i f i t h p l a y e r s s c o r e i s more t h a n

t h e max
13 maximum score = a [ i ] ; / / s e t max s c o r e t o t h i s v a l u e
14
15 p r i n t f ( " Winne r s a r e :\ n " ) ;
16 f o r ( i = 0 ; i < 10 ; i ++)
17 i f ( maximum score == a [ i ] ) / / i f i t h p l a y e r s s c o r e i s maximum

১এই সমʓার একিট ʠɄর solution আেছ। আিম ǯতামােক 2d এর জɏ সমাধান বিল। ǯখয়াল করেল ǯদখেব, ʣইিট
আয়তেǹেȴর intersection ও িকʞ আেরকিট আয়তেখȴ। আমরা যিদ এই আয়তেǹেȴর ʣইিট কণǮিবʯ ǯবর করেত পাির
তাহেলই হেয় যােব। ǯখয়াল করেল ǯদখেব, এর িনেচর বাম ǯকানার x হেব মুলআয়তেǹȴ ʣিটর িনেচর বাম ǯকানার xএর ǯযিট
বড় ǯসিট। একই ভােব অɏʝিলও ǯবর কের ǯফল। যিদ আয়তেǹȴ ʣিট intersect না কের তাহেলও িকʞ তুিম এই ʣই কেণǮর
co-ordinate ǯদেখ বুঝেত পারেব। িনেজ কের ǯদখ মজা পােব।

২formula টা ǯবর করার জɏ িকʞ ǯতামার internet এর সাহাযǫ ǯনবার দরকার ǯনই!
৩0-indexing আর 1-indexing এর বǫাপারটা ǯখয়াল রাখেব

২৬

http://lightoj.com/volume_showproblem.php?problem=1211
http://lightoj.com/volume_showproblem.php?problem=1216
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http://lightoj.com/volume_showproblem.php?problem=1305
http://lightoj.com/volume_showproblem.php?problem=1311
http://lightoj.com/volume_showproblem.php?problem=1331
http://lightoj.com/volume_showproblem.php?problem=1433
http://uva.onlinejudge.org/external/1/100.html


18 p r i n t f ( "%d\n " , i + 1) ; / / p r i n t h i s i d

আমরা এতǹণ ʤধু int ও double টাইপ variable িনেয়ই কাজ কেরিছ। িকʞ যিদ কােরা নাম,
বা শহেরর নাম এসব িনেয় কাজ করেত চাই তার জɏ িকʞ আলাদা variable type আেছ আর
তাহল char. একিট char ǯকবল মাȴ একিট character রাখেত পাের। একিট নাম িকʞ অেনক
ʝেলা character এর সমɊেয় ǰতির হয়। ǯযমন, Rajshahi এখােন 8িট character আেছ। ǯসজɏ
আসেল ǯকান নাম বা string সরǹেনর জɏআমােদর char এর array বǫবহার করেত হেব। ǯযমন,
আমরা যিদ একিট char city[10] নােম একিট array declare কির, এবং তােত Rajshahi রািখ
তাহেল city[0] = R, city[1] = a, . . . city[7] = i. সবই িঠক আেছ তেব এর সােথ অিতিরǷ
একিট িজিনস থােক তাহল null. city[8] এ এই null থােক। null ǯদেখ আমরা বুঝেত পাির ǯয
শɚটা আসেল city[0] ǯথেক ʤʡ কের ǯকান পযǮɂ আেছ। যখন আমরা city array টা িɔƴট করব
তখন ǯস city[0] ǯথেক িɔƴট করা ʤʡ করেব যতǹণ না city[8] এ এেস null পায়। আমরা যিদ
city array ǯত রাখা নামটা িɔƴট করেত চাই তাহেল আমােদর িলখেত হেবঃ printf("%s", city)
আর যিদ আমরা ǯকান শহেরর নাম ইনপুট িনেত চাই তাহেল আমােদর িলখেত হেবঃ scanf("%s",
city). ǯখয়াল কর এখনআরআেগর মত ইনপুট এর সময় & বǫবহার করেত হেȏ না। ǯতামরা চাইেল
এই null িনেয় ǯখলা করেত পার, ǯযমন for loop চািলেয় string এর length ǯবর করা। বা একিট
শহেরর নাম ইনপুট িনেয় তার ɔথম 3 অǹর ǯক িɔƴট করা (city[3] = 0; printf("%s", city);).

আমরা যিদও বলিছ ǯয city[0] এ R আেছ িকʞ আসেল তা ǯনই। city[0] এ আেছ 82. ɔিতিট
characterএরবদেলএকিটকের valueথােক, এেকবলা হয়ASCII value. www.lookuptables.com
এ ascii value এর একিট ǯটিবল ǯদয়া আেছ।১ ǯখয়াল করেল ǯদখেব A হেত Z পযǮɂ ascii value
ʝেলা পরপর আেছ এবং এরা হল 65 হেত 90, a হেত z এর মান ʝেলা হেȏ 97 ǯথেক 122 আর
0 হেত 9 এর মান হেȏ 48 হেত 57. মজার বǫাপার হেȏ আমােদর এই ascii value আসেল মুখʉ
করার দরকার ǯনই। আমােদর যিদ ǯনহােয়ত ই দরকার হয় তাহেল আমরা ǯকান character ǯক %d
িদেয় িɔƴট করেলই ǯদখেত পাব ǯকান character এর ascii value. আরও মজার বǫাপার হেȏ
আমােদর ascii value আসেল ǯতমন লােগই না, বরং A হেত Z, a হেত z বা 0 হেত 9 ǯয পর পর
আেছ এটু˄ জানেলই আমরা অেনক িকছু কের ǯফলেত পাির। ǯযমন আমরা যিদ জানেত চাই ǯয ǯকান
একিট character ধরা যাক ch বড় হােতর না ǯছাট হােতর, তাহেল আমরা ǯকাড িলখবঃ if('a' <=
ch && ch <= 'z'). (single quotation এর মােঝ ǯকান character রাখেল তার ascii value
পাওয়া যায়।) যিদ condition িট সতǫ হয় তাহেলআমরা বুেঝ যাব ǯয এিট ǯছাট হােতর। আবার ধরা
যাক, আমরা যিদ জািন ǯয, ch ǯছাট হােতর এবং আমরা চাই ǯয এেক বড় হােতর বানােত হেব আমরা
ʤধু িলখবঃ ch = ch - 'a' + 'A'. আবার আমরা ch এ থাকা digit ǯক একটা int variable এ মান
িহসােব িনেত চাই, তাহেল আমরা িলখবঃ d = ch - '0'. অথǮাৎ আমরা ascii value এর relative
order ǯদেখই অেনক কিঠন কিঠন কাজ কের ǯফলেত পাির।

String এর ইনপুট িনেয় আেরকটু কথা বলা যাক। আমরা উপের ǯয ভােব scanf িদেয় ইনপুট
িনেয়িছ তােতএকটা সীমাবȼতাআেছআরতা হলঃ space যুǷ string ইনপুট ǯনয়া যােব না এভােব।
ǯযমন,আমরা যিদ একিট sentence ইনপুট িনেত চাই "Facebook is a popularwebmedia"
এবং ǯসজɏ যিদ scanf %s বǫবহার কির তাহেল ǯদখব ঐ array ǯত ǯকবল Facebook শɚটাই
থাকেব। এর কারণ হল, আমরা যখন scanf িদেয় পড়া ʤʡ কির তখন ǯস ɔথম non whitespace
character ǯখঁােজ, এবং ওখান ǯথেক ǯস পরবতǮী white character পযǮɂ পেড়। ২ তুিম যিদ একিট
space যুǷ sentence পড়েত চাও তাহেল এভােব পড়েত হেবঃ gets(s). এখােন s হল আমােদর
char array এর নাম। gets ɔথম ǯথেক ʤʡ কের যতǹণ না একিট new line পােȏ ততǹণ
পড়েত থােক। এখন এর ফেল, তুিম যিদ একিট ǯকােড scanf এবং gets ʣিটই একই সােথ বǫবহার
করেত চাও, তখন ǯতামােক সাবধান হেত হেব। ধর ǯতামার ǯɔাȅাম ɔথেম n ইনপুট িনেব ǯযটা হেȏ
মাʟেষর সংখǫা। এর পের nটা sentence ইনপুট িনেত হেব। তুিম মেন কর n ইনপুট িনেল scanf
িদেয় আর পেরর sentence ʝিল ইনপুট িনেল gets িদেয়, তাহেল ǯতামার ɔথম sentence টা
িঠক মত ইনপুট হেব না। কারণ, scanf িদেয় তুিম যখন n পেড়ছ তখন ǯস n পড়া ǯশষ কেরেছ যখন
একিট new line বা white character ǯপেয়েছ এবং ǯস ǯসটা পেড় নাই। এখন তুিম যিদ gets

১copyright এর জɏ ǯটিবলটা এখােন কিপ করা হল না।
২space, new line, tab এʝল হল white character
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িদেয় ইনপুট নাও তাহেল ɔথেমই ǯস ঐ new line পড়েব এবং ইনপুট পড়া ǯশষ কের িদেব। ʠতরাং
এেǹেȴ সমাধান হল তুিম একিট dummy gets বǫবহার করবা। অথǮাৎ, তুিম এমিন এমিন scanf
এর পের একিট gets বǫবহার করবা।

আȏাএইেয ǯতামােদর বলা হল, nটা sentenceপড়েত হেব। ǯতামরা িক ǯভেব ǯদখছএতʝেলা
sentence ǯকমেন রাখেব? ǯখয়াল কর, ǯতামার ɔেতǫক sentence এর জɏ িকʞ একিট array
দরকার। তাহেল n িট sentence এর জɏ িক করেব? sentence1[100], sentence2[100]
এভােব 100িট array declare করবা? ǯমােটও না, যা করবা তাহল array এর array! অথǮাৎ,
sentence[20][100] এভােব। এখােন sentence[0] এ থাকেব ɔথম sentence এরকম কের
ǯমাট 20িট sentence এখােন রাখা যােব। আসা কির বুঝেতই পারছ, এটা ʤধু string এর জɏ
না, int, double সব ǯǹেȴই এরকম কের dimension বাড়ােনা যােব, এেক multidimension
array বেল। ǯযমন, ǯতামরা matrix জɏ 2 dimension array বǫবহার করেত পার।

ǯশষ করব আরও একিট ǯহডার ফাইল এর কথা িদেয়। string.h- string সɢিকǮত ফাংশনʝ-
িল এখােন আেছ। এর িকছু ʝʡȮপূণǮ ফাংশনʝিল হলঃ strlen - ǯকান একিট string এর length
ǯদয়, strcmp - ʣইিট string িদেল ǯস বেল ǯদয় ǯকানিট dictionary ǯত আেগ আসেব, এেক
lexicographical order বেল, strcat - string concatenation এর জɏ, strcpy - string
copyএরজɏ,memset -memory ǯক ǯকান িনিদǮɾ িকছু িদেয় fill করার জɏইতǫািদ। এছাড়াও
ǯতামরা strtok, strstr এই ফাংশন ʣিটর বǫবহার ǯদখেত পার।

ǯমাটােমািট এই সব ফাংশনʝিলই intuitive. তেব memset এ িকছু critical বǫপার আেছ।
মেন কর আমােদর কােছ a নােম একটা integer এর array আেছ, আমরা এর সবʝল element
ǯক 0Ȼারা initialize করেত চাই। তাহেল িলখেত হেবঃ memset(a, 0, sizeof(a)). ǯতামরা a এর
জায়গায় ǯতামােদর array এর নাম িদেব ʤধু, আর 0 er ʊােন ǯতামরা ǯযই মান িদেয় fill করেত চাও
তা। িকʞ আসেল, সব মান এর জɏ এটা সিঠক ভােব কাজ করেব না। আমরা সাধারনত ǯকান একিট
array ǯক 0 বা −1 Ȼারা initialize কের থািক, এই ʣই ǯǹেȴ আমােদর memset িঠক মত কাজ
করেব, িকʞ আমরা যিদ 1 Ȼারা initialize করেত চাই, তাহেল হেব না। ১

ɔǫাকিটস ɔবেলম

• একিট দশিমক সংখǫােক বাইনারীেত convert কর।

• একিট array ǯত বাইনারী সংখǫা ǯদয়া আেছ, এর দশিমক মান ǯবর কর।

• একিট array ǯত অেনক ʝিল সংখǫা ǯদয়া আেছ তােদরেক ǯছাট হেত বড় অʟসাের সাজাও।
এভােব সংখǫােক ǯছাট হেত বড় বা বড় হেত ǯছাট আকাের সাজােনােক sorting বেল।২

• একিট array ǯত 1এবং 0 আেছ। ǯতামােক বলেত হেব সবেচেয় ǯবিশ কতʝেলা 1 পরপর
আেছ।

• একিট array আেছ যার নাম number. ǯতামােক অেনকʝল ɔɶ করা হেব। ɔিতিট ɔɶ হেব
এমনঃ array এর iতম ʊান হেত j তম ʊােনর ǯযাগফলকত? ǯযেহতু ɔɶ অেনকʝিল ǯতামােক
উȳর ও ʲত িদেত হেব।৩

• একিট string এর length ǯবর কর। (library function বǫবহার কের এবং না কের)

১ǯতামরা যিদ এই িবষেয় আরও জানেত চাও তাহেল Topcoder এর http://community.topcoder.com/tc?module=
Static&d1=tutorials&d2=integersRealsআিটǮেকলটা পেড় ǯদখেত পার।

২ǯতামরা ʣইিট for loop বǫবহার কের খুব সহেজই sort করেতপার। ɔথেম arrayএরɔথম ʊােন সবেচেয় ǯছাট সংখǫািট
িনেয় আেসা, এর পের িȻতীয় ʊােন িȻতীয় ǯছাট সংখǫািট আেনা এভােব। এখন ǯখয়াল কর, যখন একটা জায়গায় একটা সংখǫা
আনেব তখন ঐ সংখǫাটা ǯযন হািরেয় না যায়, ǯসজɏ চাইেল তুিম ǯযখান ǯথেক সংখǫািট আনেব ǯসখােন িগেয় এই সংখǫািট
ǯরেখ আসেব। এেক swap করা বেল।

৩ǯতামরা যিদ মেন কর এআর এমন িক! আিম ɔিতবার i হেত j পযǮɂ for loop চালাব! না, এর ǯথেকও ভােলা বুিȼ আেছ,
ǯদেখা ǯবর করেত পার িকনা!
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• একিট শেɚ ǯছাট হােতর অǹর (a, b, . . . z)এবং বড় হােতর অǹর (A,B, . . . Z)এর সংখǫা
িনণǮয় কর।

• ʣইিট string ǯজাড়া লাগাও। অথǮাৎ একিট string যিদ হয় water এবং অপর আেরকিট
stringযিদ হয়melonতাহেলতােদর ǯজাড়া লািগেয় নতুন string-watermelonবানাও।

• ʣইিট stringA এবংB ǯদওয়া আেছ, বলেত হেবB সɢূণǮ ভােবA এর িভতেরআেছ িকনা।
ǯযমনঃ A = bangladesh এবং B = desh হেল বলা যায় ǯয B, A এর িভতের আেছ। B
Aএর িভতের কয়বার আেছ তাও িনণǮয় কর। ǯযমনঃ aa শɚিট aaa এর মােঝ ʣইবার আেছ।

• একিট sentenceএwordএর সংখǫা িনণǮয় কর।word ʝিলএকািধক space Ȼারাআলাদা
করা থাকেত পাের।

• ʣইিট string ǯদয়া আেছ বলেত হেব ǯকানিট lexicographically smaller. (library
function বǫবহার কের এবং না কের)

• আিম একিট তািরখ 21/9/2013 এরকম format এ ǯদব। ǯতামােক এই string হেত িদন,
মাস ও তািরখ আলাদা করেত হেব এবং িতনিট int variable এ রাখেত হেব।

• ʣইিট string A এবং B ǯদওয়া আেছ, বলেত হেব B A এর subsequence িকনা। B A

এর subsequence হেব যিদ A ǯথেক িকছু letter মুেছ ǯফলেল B পাওয়া যায়। ǯযমনঃ
A = bangladesh এবং B = bash হেল বলা যায় ǯয B, A subsequence িকʞ B =
dash িকʞ subsequence হেব না।

• িকছু OJ এর ɔবেলমঃ – Timus 1001 – Timus 1014 – Timus 1020 – Timus 1025
– Timus 1044 – Timus 1079 – Timus 1197 – Timus 1313 – Timus 1319
– LightOJ 1006 – LightOJ 1045 – LightOJ 1109 – LightOJ 1113 – LightOJ
1133 – LightOJ 1214 – LightOJ 1225 – LightOJ 1227 – LightOJ 1241
– LightOJ 1249 – LightOJ 1261 – LightOJ 1338 – LightOJ 1354 – LightOJ
1387 – LightOJ 1414

২.৬ Time এবং Memory Complexity
ǯɔাȅািমং ɔিতেযািগতায় Time এবং Memory Complexity খুবই ʝʡȮপূণǮ িজিনস। সহজ ǯকা-
থায় বলেত ǯগেল একিট ǯɔাȅাম যতখািন Time ǯনয় বা যতখািন Memory ǯনয় তােকই Time
Complexity বা Memory Complexity বেল। তেব এই Time বা Memory িকʞ second বা
Byte এ মাপা হয় না। ǯকন?

ǯখয়াল করেল ǯদখেব ʣইবছর আেগ বাজাের যত ভােলা computer পাওয়া ǯযেতা এখন তার
ǯথেক ǯঢর ভােলা ǹমতার computer পাওয়া যায়।আেগ ǯযই ǯɔাȅাম চলেত হয়েতা 10s সময় িনত
এখন ǯসই একই ǯɔাȅাম হয়েতা 5s সময় ǯনয়। ǯতামরা হয়েতা বলেত পার, ǯকান একিট ǯɔাȅাম
আেগ ǯযই পিরমাণ Memory িনত এখনও তাই ǯনয়। িঠক! িকʞ একিট ǯɔাȅাম ধর n = 100
এর জɏ ǯয পিরমাণ Memory বা Time বǫয় কের n = 1000 এর জɏ হয়েতা অɏ পিরমাণ
Memory বা Time বǫয় কের। এজɏ একিট solution িক পিরমাণ Time বা Memory ǯনয় তা
আমরা ǯসই problemএর িবিভɈ parameter এর উপর িভিȳ কের িহসাব কের থািক। এর মাধǫেম
আমরা exactly িক পিরমাণ Time বা Memory ǯনয় তা ǯবর কির না, বরং একই সমʓার একািধক
solution এর মােঝ তুলনা করার জɏআমরা এই িজিনস বǫবহার কের থািক। িকছু উদাহরেন আসা
কির িজিনসটা আরও ǯবিশ পিরʆার হেব।

আমরা loop এর ǯসকশেন একিট ɔবেলম িনেয় কথা বলিছলামঃ 1 + (1 + 2) + (1 + 2 +
3) + . . .+ (1 + 2 + . . .+ n). এখন তুিম যিদ ʣইিট for loop চািলেয় িহসাব কর, তাহেল তুিম
সবǮেমাট 1 + 2 + . . . n = n2+n

2 টা ǯযাগ করেব। আমরা আমােদর বুঝার ʠিবধােথǮ ʤধু মাȴ n এর
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সবেচেয় বড় term টা িবেবচনা কির। এখােন n এর ʣইিট termআেছ, একিট n এবং আেরকিট n2

এর term. আমরা ʤধু n2 এর term িবেবচনা করব, ʠতরাং nএর term বাদ িদেলআমােদর থােকঃ
n2/2. আমরা constant term ও বাদ ǯদই। ʠতরাং আমরা যা ǯপলাম তাহলঃ n2. এটাইআমােদর
Time Complexity. আমরা বেল থািক, আমােদর এই algorithm িট O

(
n2
) ১. যিদ n = 1000

হেয় থােক তাহেল, O
(
n2
)
= 106 খুব আরােম 1s এ চলেব, িকʞ যিদ n = 106 হয়? তাহেল এই

ǯকাড এক ঘȥােতও ǯশষ হেব িকনা সেɄহআেছ। তাহেল nএর মান ǯবিশ হেল O
(
n2
)
algorithm

এ Time Limit Exceed (TLE) পাবা। আমরা িক এটােক optimize করেত পাির? ǯখয়াল করেল
ǯদখেব ǯয, আমরা i এর for loop 1 ǯথেক n পযǮɂ যিদ চালাই এবং ɔিতবার 1 + 2 + . . . + i

এর মান আরও একিট for loop িদেয় না ǯবর কের যিদ formula এর সাহােযǫ ǯবর কির ( i
2+i
2 )

তাহেলআমােদর িহসাব O
(
n
)
এ ǯনেমআসেব। িকʞ যিদআমােদর n এর মানআরও ǯবিশ হয়? ধর,

n = 1012? তাহেল িকʞ ǯসই আেগর মত অেনক সময় লাগেব এই ǯকাড চলেত। ǯসেǹেȴ আমােদর
ǯচɾা করেত হেব algorithm এর order আরও কমােনা যায় িকনা। এবং আসেলই কমােনা যায়ঃ

1 + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + . . .+ (1 + 2 + . . .+ n)

=
n∑

i=1

i∑
j=1

j

=
n∑

i=1

i2 + i

2

=
1

2

(
n∑

i=1

i2 +
n∑

i=1

i

)

=
1

2

(
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

n2 + n

2

)
অথǮাৎআমরা এমনএকিট formula ǯবর কেরিছ যা িহসাব করেতআমােদর ǯকান loopলােগনা।

ʤধু িকছু ǯযাগ িবেয়াগ ʝন কেরই কের ǯফলেত পাির, এেক বলা হয় O
(
1
)
algorithm.

এখনআসা যাক Memory Complexity ǯত। ǯতামরা আসা কির িফবনািচ নাɤার(Fibonacci
Number) এর কথা ʤেনছ। যারা ʤন নাই তােদর জɏবিল, nতম িফবনািচ নাɤার ǯকFn Ȼারা ɔকাশ
করা হয়। এর মানঃ

Fn =


0 n = 0

1 n = 1

Fn−1 + Fn−2 n ≥ 2

আমরা একিট array এর সাহােযǫ খুব সহেজই এর ǯকাডটা করেত পাির। F[0] = 0, F[1] = 1
এবং একিট for loop চািলেয় F[i] = F[i - 1] + F[i - 2]. িকʞ এখােন আমরা n সাইজ এর একিট
array declare করিছ। ʠতরাং আমােদর Memory Complexity হল O

(
n
)
. িকʞ আমরা িকʞ

খুব সহেজই ǯকান array ছাড়াই Fn িহসাব কের ǯফলেত পাির। ǯকাড ২.13 ǯদখেল বুঝেব আমরা
মাȴ 3িট variable বǫবহার করিছ, ʠতরাং আমােদর Memory Complexity O

(
1
)
.২ এখােন

যিদও Time Complexity আেগর মত O
(
n
)
ই রেয় ǯগেছ িকʞ Memory Complexity O

(
1
)

এ কেম এেসেছ।৩

১এর উȎারণ order n2

২n = 0 এ সিঠক উȳর িদেব না।
৩ǯতামরা ǯচɾা কের ǯদখেত পার Time Complexity ǯকও কমােত পার িকনা। পরবতǮী ǯকান অধǫােয় আমরা Time

Complexity ǯক কমােবা।
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Listing ২.13 : fibonacci.cpp

1 a = 0 ;
2 b = 1 ;
3 f o r ( i = 2 ; i <= n ; i ++)
4 {
5 c = a + b ;
6 a = b ;
7 b = c ;
8 }
9
10 p r i n t f ( " n t h F i b o n a c c i = %d\n " , b ) ;

২.৭ Function এবং Recursion
ফাংশনেক ǯতামরা একটা ফǫাǲির িহসােব কɰনা করেত পার। এেক িবিভɈ কঁাচামাল িদেব িভতের
িভতের ǯস িকছু একটা করেব এবং কাজ ǯশেষ তুিম তার ফলাফল পােব। ǯযমন একটা জুস ফǫাǲিরেত
তুিম ফল িদেব, িচিন িদেব, পািন িদেবআরও নানা িকছু উপকরন িহসােব িদেব। ǯতামার জানার দরকার
ǯনই ফǫাǲির এর িভতের ǯকমেন িক হেȏ। ǯসটা ফǫাǲির ǯয চালায় তার কাজ। ǯস হয়েতা ফǫাǲির ǯক
এমন ভােব বািনেয়েছ ǯয, একটা ǯমিশনআেছ ǯয ফল এর ǯখাসা ছাড়ােব, আেরক ǯমিশন ফল হেত রস
ǯবরকরেব, এক ǯমিশন তােত পািনআর িচিন সিঠকপিরমােন িমিশেয় জুস বানােব,আেরক ǯমিশন ǯসই
জুস ʝেলােক পিরমাণ মত কের পǫাকাট এ ভরেব, এর পর আেরক ǯমিশন হয়েতা পǫাকাট এর গােয়
ʔ লািগেয় িদেব। বǫাস ǯতামার জুস ǰতির! তুিম এখন ǯসই জুস এর পǫাকাট এেন খাওয়া ʤʡ করেব।
ǯতামার িকʞ জানার দরকার ǯনই ফǫাǲির এর িভতের ǯকমেন িক হেȏ। এিক ভােব ফাংশন হেȏ এমন
একটা িজিনস যােক তুিম িকছু িদেব ǯস িহসাব িনকাশ কের ǯতামােক বেল িদেব ǯয ǯতামার কােজর
উȳর িক! ǯযমন, আমরা sqrt ফাংশন বǫবহার কেরিছ। এেক আমরা একটা সংখǫা িদিȏ িবিনমেয় ǯস
আমােদর ঐ সংখǫার বগǮমূল বেল িদেȏ। আমরা িকʞ জািন না, িভতের িভতের ǯস িকভােব এই বগǮমূল
িনণǮয় করেছ।

C ǯত ফাংশেনর মুলত 4িট অংশআেছ। ɔথমত, ফাংশেনর parameter, অথǮাৎ কঁাচামাল। আম-
রা ফাংশনেক িকছু মান িদব এবং বলব এই মান অʟসাের কাজ করেত। িȻতীয়ত, return type অথǮাৎ
আমরা এই ফাংশন ǯথেক িক ধরেনর িজিনস ǯবর করব। তৃতীয়ত, ɔদȳ parameter এর িভিȳেত
processing করা এবং চতুথǮত processing এর ফলাফল return করা। ǯযমন মেন কির আমা-
ǯদর বলা হল িকছু ছােȴর Grade িনণǮয় করেত হেব। আমােদর তােদর নাɤার ǯদয়া হেব, এই নাɤার
এর উপর িভিȳ কের আমােদর grade িনণǮয় করেত হেব। আমরা তাহেল একটা function িলখব
যা parameter িহসােব marks িনেব। এবং if-else িদেয় ǯচক কের ǯস ফলাফল িহসােব grade
পািঠেয় িদেব (ǯকাড ২.14)।

Listing ২.14 : grade.cpp

1 i n t g r a d e ( i n t marks )
2 {
3 i f ( marks >= 80) r e t u r n 5 ;
4 e l s e i f ( marks >= 60 ) r e t u r n 4 ;
5 e l s e i f ( marks >= 50) r e t u r n 3 ;
6 e l s e i f ( marks >= 40 ) r e t u r n 2 ;
7 e l s e i f ( marks >= 33) r e t u r n 1 ;
8 e l s e r e t u r n 0 ;
9 }

পূেবǮ একিট ɔǫাকিটস ɔবেলম িহসােব LightOJ 1136 এই ɔবেলমিট ǯদয়া হেয়িছেলা এবং বলা
হেয়িছল "A হেত B এর answer ǯবর না কের 0 হেত B এর answer ǯথেক 0 ǯথেক A − 1 এর
answer িবেয়াগ করেল িজিনসটা ǯসাজা হয়"। আমরা একই ধরেনর ʣইিট িজিনস আলাদা আলাদা
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কের িহসাব না কের বরং একিট ফাংশন f িলখেত পাির যার parameter হেব n এবং এই ফাংশনিট
0হেতnপযǮɂ এরজɏanswer ǯবর কের। ʠতরাংআমােদর উȳর হেবঃ f(B)−f(A−1). অেনক
সহেজই আমােদর ɔবেলমটা সমাধান হেয় যায়!

এবার আসা যাক Recursion এ। ǯকান এক অজানা কারেণ recursion ǯক অেনেকই ভয় পায়!
Mr Edsger Dijkstra বেলেছনঃ

I learned a second lesson in the 60s, when I taught a course on
programming to sophomores and discovered to my surprise that
10% of my audience had the greatest difficulty in coping with the
concept of recursive procedures. I was surprised because I knew
that the concept of recursion was not difficult. Walking with my
five-year old son through Eindhover, he suddenly said "Dad, not
every boat has a life-boat, has it?" "How come?" I said. "Well, the
life-boat could have a smaller life-boat, but then that would be
without one." It turned out.

Recursion আসেল িকছুই না, এিট হল এমন একিট ফǫাǲির যা তার processing এর জɏ
িনেজর িজিনসই বǫবহার কের। ǯযমন িফবনািচ নাɤার এর ǯǹেȴ,আমরা জািন,Fn = Fn−1+Fn−2.
এখন আমরা যিদ এমন একিট ফাংশন িলিখ ǯযটা আমােদর nতম িফবনািচ নাɤার ǯদয়, এবং ǯস ǯসই
ফাংশেনর িভতের িহসােবরজɏn−1তমওn−2তম িফবনািচ নাɤার ǯক বǫবহার কেরএইফাংশনেক
call কের তাহেল এেক recursion বলা হয়। তেব recursion ফাংশন call িকʞ এক পযǮােয় ǯশষ
হেত হেব, নাহেল িকʞ এই call চলেতই থাকেব। আমরা যিদ, n = 3তম িফবনািচ ǯবর করেত চাই
ǯস, এটার মান ǯবর করার জɏ n − 1 = 2তম এবং n − 2 = 1তম িফবনািচ নাɤার চাইেব, তারা
িভতের িগেয় আবার তার ǯছাট চাইেব এভােব িকʞ চলেত থাকেব। তাহেল এই অবʊা ǯথেক মুিǷ িক?
মুিǷ িফবনািচ নাɤার এর definition এই আেছ।

Fn =


0 n = 0

1 n = 1

Fn−1 + Fn−2 n ≥ 2

আমােদর বলাআেছ ǯয, n ≥ 1এর ǯǹেȴই ǯকবলএরকম n−1তমও n−2তম িফবনািচ নাɤার
দরকার হেব, অɏথায় িক মান হেব তা বলাআেছ। recursion বǫবহার কেরআমােদর িফবনািচ নাɤার
িনণǮয় এর ǯɔাȅামটা ǯকাড ?? ǯত ǯদয়া হল। মজার বǫপার হল, আমরা এই recursive function
এর মাধǫেম বড় n এর জɏ িফবনািচ সংখǫার মান ǯবর করেত পারব না (অেনক সময় লাগেব) িকʞ
loop এর সাহােযǫ অেনক দূর পযǮɂ খুব সহেজই ǯবর করা যােব। এর কারণ িক? ǯতামােদর ইতমেধǫই
িকʞ Time Complexity িনেয় বেলিছ, ǯতামরা ʣইিট algorithm এর Time Complexity ǯবর
করার ǯচɾা কের ǯদখেত পার। তাহেলই বুঝেব এমন ǯকন হল। যিদ না ǯবর করেত পার, িচɂার িকছুই
ǯনই, আমরা পরবতǮী এক অধǫােয় এটা িনেয় আরও ǯদখব।

এই ǯসকশেনর ɔǫাকিটস ɔবেলম ʝিল একটু challenging. ǯতামরা ইেতামেধǫ array িশেখছ
ǯসই array এবং recursion বǫবহার কের সƼভ করার মত িকছু ɔবেলম ǯদয়া হেȏঃ

ɔǫাকিটস ɔবেলম
• Timus 1005 • Timus 1082 • Timus 1149
• LightOJ 1042 • LightOJ 1189

২.৮ File ও Structure
আমরা যখন ǯকাড কির তখন ǯদখা যায় ǯকােড ভুল হয়, ভুল সংেশাধন কের আবার আমরা ǯচক কের
ǯদিখ িঠক আেস িকনা। এজɏ আমরা problem এ ǯদয়া sample test data িদেয় ǯচক কের
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থািক বা আমােদর িনেজেদর ǯকান case িদেয় ǯচক কের থািক। িকʞ বার বার ǯসই case িলখা খুবই
কিঠন কাজ। যিদ case টা অেনক বড় হয় তাহেল ǯতা ǯকান কথাই ǯনই। মােঝ মােঝ ǯকান ǯকান OJ
ǯত file হেত ইনপুট আউটপুট করেত হয়। ʠতরাং আমােদর file এর কাজও সামাɏ জানেত হেব।
File এ আসেল অেনক িকছু করা যায়, িকʞ আমােদর ǯবিশ িকছু পারার দরকার ǯনই। :) মেন করা
যাকআমােদর input.txt ফাইল হেত ইনপুট িনেত হেব এবং output.txt ফাইল এআউটপুট িদেত
হেব। আমরা যা করব তা হল, পুেরা ǯকাডটা সাধারন ভােবই িলখব তেব ǯকাড এর ʤʡেত ʣইিট লাইন
িলখবঃ freopen("input.txt", "r", stdin); এবং freopen("output.txt", "w", stdout);.
ǯতামরা ǯতামােদর দরকার মত ফাইল নাম বিসেয় িনেব তাহেলই হেব। আরও একিট উপায় আেছ
fopen ফাংশন এর মাধǫেম িকʞ তােত ǯতামােক ইনপুট আউটপুট এর জɏ বǫবহার করা সব ফাংশন
পিরবতǮন করেত হেব।

অেনকʝেলা একই ধরেনর িজিনস save করার জɏ আমরা array বǫবহার কের থািক। িকʞ
অেনক সময় আমােদর অেনক ʝেলা িবিভɈ িজিনস save করার ɔেয়াজন হেত পাের। ǯযমন, একিট
ছােȴর information. আমােদর তার নাম, িপতার নাম, িঠকানা, জɅসাল, ǯফান নং ইতǫািদ িবিভɈ
information রাখেত হেব। আমরা যা করেত পাির তাহল িবিভɈ information এর জɏআলাদা
আলাদা array. িকʞ এেত কের এটা maintain করা একটু কɾকর হেয় যায়। এর ǯথেক ʠিবধার
উপায় হল structure. এিট এমন একিট িজিনস ǯযখােন আমরা একই সােথ িবিভɈ িজিনস একেȴ
রাখেত পাির। ǯকাড ২.15 এ আমােদর এই উদাহরণিট তুেল ধরা হল।

Listing ২.15 : structure.cpp

1 s t r u c t S t u d e n t
2 {
3 c h a r name [ 3 0 ] , f a t h e r [ 3 0 ] , a d d r e s s [ 5 0 ] ;
4 i n t b i r t h d a t e , b i r t h mo n t h , b i r t h y e a r ;
5 i n t phone ;
6 } ;
7
8 S t u d e n t s , s t u d e n t [ 5 0 ] ;
9
10 s c a n f ( "%s " , s . name ) ;
11 p r i n t f ( "%d\n " , s t u d e n t [ 5 ] . b i r t h d a t e ) ;

এখােন ɔথেমইআমরা Student নােম একিট structure declareকেরিছ যার মােঝআমােদর
সব ɔেয়াজনীয় সকল variable declare করা হেয়েছ। এখন এই Student নামটা একরকেমর
data type িহসােব বǫবহার করা যােব। ǯকাডিটেত ǯখয়াল কর আমরা একিট variable s এবং
একিট Student টাইপ এর array student ǰতির করা হেয়েছ। এখন variable এর সােথ dot
িদেয় আমরা এর িবিভɈ variable ʝিল access করেত পারব। ǯকাডিটেত নােম ইনপুট ǯনয়া বা
জɅতািরখ আউটপুট ǯদয়া ǯদখােনা হেয়েছ।

২.৯ bitwise operation
আমরা ǯযভােব িহসাব িনকাশ কির বা সংখǫা িলিখ এেক দশিমক সংখǫা বা Decimal Number
System বেল। আমােদর সবǮেমাট 10িট অংক আেছঃ 0, 1, 2, . . . 9. িকʞ আমােদর কিɢউটার এর
মাȴ ʣইিট অংক আেছঃ 0আর 1. আর এই Number System ǯক Binary বলা হয়। Binary ǯত
ɔিতিট অংকেক bit বলা হয়। আমরা যখন একটা variable এ 6 রািখ তখন আসেল ǯসখােন 0, 1
িদেয় ǰতির একিট সংখǫা থােক।

bitwise operation হেȏ এমন িকছু operation যা সরাসির bit িনেয় কাজ কের। আমরা
ǯযসকল bitwise operator বǫবহার কের থািক তারা হলঃ & (bitwise and), | (bitwise or),
^ (bitwise xor),∼ (1's complement), << (shift left), >> (shift right).
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অধǫায় ৩

Mathematics

৩.১ Number Theory

৩.১.১ Prime Number

Prime Number ǯক বাংলায় ǯমৗিলক সংখǫা বেল। একিট সংখǫা n ǯক ǯমৗিলক বলা হয় যিদ ঐ
সংখǫািট 1 এর ǯথেক বড় হয় এবং 1 বা n ছাড়া আর ǯকান সংখǫা Ȼারা িবভাজǫ না হয়। এখন যিদ
একিট সংখǫা n িদেয় বলা হয় এিট Prime িকনা ǯকমেন করবা? ǯমাটােমািট সংȘা ǯথেকই বুঝা যায়
ǯকমেন করা উিচত। অবɹই n এর ǯথেক ǯকান বড় সংখǫা িদেয় n ǯক ভাগ করা যায় না। ʠতরাং যিদ
2 হেত n − 1 এর মােঝর ǯকান একিট সংখǫা Ȼারা n িনঃেশেষ িবভাজǫ হয় তাহেল n Prime না।
ʠতরাং আমরা এই Idea এর উপর িভিȳ কের যিদ Primality ǯচক করার জɏ একিট ফাংশন িলিখ
তা দঁাড়ােব ǯকাড ৩.1 এর মত।

Listing ৩.1 : isPrime1.cpp

1 / / r e t u r n s 1 i f p r ime , o t h e r w i s e 0
2 i n t i s P r im e ( i n t n )
3 {
4 i f ( n <= 1) r e t u r n 0 ;
5 f o r ( i n t i = 2 ; i < n ; i ++)
6 i f ( n % i == 0 )
7 r e t u r n 0 ;
8
9 r e t u r n 1 ;
10 }

এখন এর Time Complexity কত? Worst case অথǮাৎ ǯকাডিট সবেচেয় ǯবিশ সময় িনেব
যিদ এিট Prime হয়। ǯসেǹেȴ for loop িট n− 2বার চলেব, ʠতরাং এিটর Time Complexity
O
(
n
)
. ǯতামরা ভাবেত পার, আȏা আমরা ǯতা জািন, 2 বােদ ǯকান ǯজাড় সংখǫা Prime না। ʠতরাং

for loop টা ǯতা ʤধু িবেজাড় সংখǫার উপর িদেয়ই চালােলই হয়! ভােলা বুিȼ। তাহেলআমােদর run
time কত হেব? O

(
n/2

)
আরআমরা বেলিছআমরা সকল constant term ǯক বাদ ǯদই। তাহেল

এভােব করেলও আমােদর run time O
(
n
)
ই থােক। ʜা, অেধǮক হেব িকʞ এটা আমােদর order

notationএ ǯকান বǫাপারই না। যাই ǯহাক, তাহেলআমরা ǯকমেনকমােবা? একটু িচɂা করেল ǯদখেব
ǯয, যিদএমন ǯকান dখুঁেজপাওযাn ǯকভাগকেরতাহেলতুিমআরওএকিটসংখǫা িকʞখুঁেজ ǯবরকের
ǯফেলছ ǯযটা n ǯক ভাগ কেরঃ n/d. অথǮাৎ ǯকান একিট সংখǫার divisor (ʝণনীয়ক) ʝিল সবসময়
ǯজাড়ায় ǯজাড়ায় থােক। ǯযমন n = 24 হেল এর divisor ʝিল হেȏঃ 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 এবং
তারা 4িট ǯজাড়ায় আেছঃ (1, 24), (2, 12), (3, 8), (4, 6). একটু িচɂা করেল ǯদখেব ɔিতিট ǯজাড়ার
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ǯছাটিট সবসময়≤
√
n হেব। ǯকন? এিট direct ɔমাণ করা মেন হয় একটু কিঠন হেব, িকʞ Proof

by Contradiction িকʞ খুবই ǯসাজা। মেন কর ǯছাটিট
√
n এর ǯথেকও বড়, তাহেল ঐ ǯজাড়ার

বড়টােতা বড় হেবই! আর ǯজাড়াʝিল এমনভােব বানােনা হেয়েছ ǯযন তােদর ʝনফল n হয়। িকʞ ʣইিট√
nএর ǯথেক বড় সংখǫার ʝনফল ǯকমেন n হয়? অতএব ǯজাড়ার ǯছাটিটেক অবɹই

√
nএর সমান

বা ǯছাট হেত হেব। এভােব আমরা যিদ ǯকাড কির (ǯকাড ৩.2) তাহেল আমােদর run time হেব
O
(√

n
)
. এখােন ǯখয়াল করেত পার ǯয আমরা আমােদর for loop এর condition টা i ∗ i ≤ n

িলেখিছ, i ≤ sqrt(n) না। এর িকছু কারণ আেছ। ɔথমত, বার বার sqrt িহসাব করা একিট costly
কাজ। িȻতীয়ত, double বǫবহার করেল িকʞ precision loss হয়। এর ফেল sqrt(9) = 3 না হেয়
2.9999999 বা 3.0000001 হেলওঅবাক হবার িকছু ǯনই।১ িকʞ বার বার i∗iকরাও ǯকমনজািন!
ǯতামরা যা করেত পার তাহল loop ʤʡ হবার আেগই limit = sqrt(n + 1) কের িনেত পার। এর
পর এই পযǮɂ loop চালােব। তাহেল বার বার sqrt ও করা লাগেব না ʝন ও করা লাগেব না।

Listing ৩.2 : isPrime2.cpp

1 / / r e t u r n s 1 i f p r ime , o t h e r w i s e 0
2 i n t i s P r im e ( i n t n )
3 {
4 i f ( n <= 1) r e t u r n 0 ;
5 f o r ( i n t i = 2 ; i ∗ i <= n ; i ++)
6 i f ( n % i == 0 )
7 r e t u r n 0 ;
8
9 r e t u r n 1 ;
10 }

আরও িক উɈিত করা যােব run time? ʜা যােব, আসেল এিট O
(
logn

)
সমেয়ই করা যােব!

কােরা যিদ এেত আȅহ থােক তাহেল internet এ সাচǮ কের ǯদখেত পার।

Sieve of Eratosthenes

এিট Prime Number ǯক generate করার একিট ʲত উপায়। ǯতামরা লǹǫ করেল ǯদখেব ǯয
পূেবǮর O

(√
n
)
algorithm এ আমরা যা কেরিছ তা হল ǯকান একিট number িনেয় তােক ǯকউ

ভাগ কের িকনা তা ǯচক কেরিছ। িকʞ এর ফেল যা হয় তা হল, একিট সংখǫা prime িকনা তা ǯচক
করার জɏঅেনক সংখǫা Ȼারা ভাগ কের ǯদখেত হয়। িকʞ এই কাজটা যিদআমরা ঘুিরেয় কির? অথǮাৎ
ǯকান একিট সংখǫােক ǯক ǯক ভাগ কের এটা না ǯদেখ বরং এই সংখǫা কােক কােক ভাগ কের ǯসটা যিদ
ǯদিখ তাহেলই আমােদর কাজ অেনক কেম যােব। কারণ, এখােন আমরা ʤধু মাȴ ঐসব সংখǫার pair
িনিȏ যারা এেকঅপরেকভাগকের। Sieveএর algorithm িঠকএইকাজটাই করা হয়। এর মাধǫেম
ǯতামরা 1 হেত n এর মােঝর সব prime ǯবর কের ǯফলেত পারেব। ʤধু তাই না, এই সীমার মােঝর
ǯকান সংখǫা িদেল ǯসটা prime িকনা ǯসটাও অেনক ʲত বেল িদেত পারবা। Algorithm িট িকʞ
খুবই ǯসাজা! তুিম 2 হেত n পযǮɂ সব সংখǫা িলখ, এরপর ɔথম ǯথেক আেসা, একিট কের সংখǫা িনবা
আর তার ǯথেক বড় তার যতʝিল multiple এখনও আʉ আেছ তা ǯকেট ǯফল! এভােব এেক এেক
সব সংখǫা িনেয় কাজ করেল ǯতামার কােছ ǯযসব সংখǫা অবিশɾ থাকেব ǯসʝিলই হল prime এবং
এর বাইের িকʞ আর ǯকান prime ǯনই! তুিম িকʞ এই কাজটা

√
n পযǮɂও করেত পার! আশা কির

এতǹেণ বুঝেত পারছ ǯকন! n = 10এর জɏআমরা ǯটিবল ৩.১ এ এই algorithm িট simulate
কের ǯদখালাম।

ǯতামােদর ʠিবধার জɏ এর implementation ǯকাড ৩.3 এ ǯদওয়া হল। এই algorithm
এর run time O

(
n log logn

)
. এই ফাংশন ǯশেষ ǯতামরা একিট prime number এর িলʈ

পাবা এবং mark array ǯথেক বলেত পারেব ǯকানিট prime আর ǯকানিট না।

১মজার বǫপার হল double ǯক এমনভােব represent করা হয় ǯযন sqrt ফাংশনিট integer উȳর এর ǯǹেȴ সবসময়
সিঠক উȳর ǯদয়!
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সারনী ৩.১: n = 10 এর জɏ sieve algorithm এর simulation

িববরন বতǮমান অবʊা
initial অবʊা 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

ɔথম uncut number = 2. আমরা 2 এর সকল multiple ǯকেট ǯদব 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
পরবতǮী uncut number = 3. আমরা 3 এর সকল multiple ǯকেট ǯদব 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
আর দরকার ǯনই, 5 >

√
10 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

Listing ৩.3 : sieve.cpp

1 i n t P r ime [ 300000 ] , nP r ime ;
2 i n t mark [ 1 0 0 0 0 02 ] ;
3
4 vo i d s i e v e ( i n t n )
5 {
6 i n t i , j , l i m i t = s q r t ( n ∗ 1 . ) + 2 ;
7
8 mark [ 1 ] = 1 ;
9 f o r ( i = 4 ; i <= n ; i += 2 ) mark [ i ] = 1 ;
10
11 Pr ime [ nP r ime ++]=2 ;
12 f o r ( i = 3 ; i <= n ; i += 2 )
13 i f ( ! mark [ i ] )
14 {
15 Pr ime [ nP r ime ++] = i ;
16
17 i f ( i <= l i m i t )
18 {
19 f o r ( j = i ∗ i ; j <= n ; j += i ∗ 2 )
20 {
21 mark [ j ] = 1 ;
22 }
23 }
24 }
25 }

sieve এর ʣইিট variation িনেয় কথা বলা যায়।

Memory Efficient Sieve এখােন ǯখয়াল করেল ǯদখেব ǯয n যত বড়, তত বড় array এর দর-
কার হয় mark এর জɏ। আমরা িকʞ জািন 2 ছাড়া সব ǯজাড় সংখǫা এর mark এ 1 থাকেব
ʠতরাং এই িজিনস খািটেয় আমরা memory requirement অেধǮক কের ǯফলেত পাির।
আবার mark array এর ɔিতিট জায়গায় আমরা িকʞ 0 আর 1 ছাড়া আর িকʞ িকছু রািখ
না। আমরা চাইেল, ɔিতিট int এ থাকা 32 bit ǯক কােজ লািগেয় একটা variable এ 32
টা information রাখেত পাির এবং memory requirement ǯক আরও 32 ভাগ করেত
পাির।

Segmented Sieve অেনক সময় আমােদর 1 হেত n এর দরকার হয় না, a হেত b সীমার prime
ʝিলর দরকার হয় ǯযখােন a, b হয়েতা 1012 ∼ 1014 range এর িকʞ বারিত একিট শতǮ
থােক ǯয, b − a ≤ 106. এসব ǯǹেȴ আমরা [a, b] range এ sieve চালাব। এর জɏ
ɔথেমই আমােদর

√
b পযǮɂ সকল prime ǯবর কের রাখা লাগেত পাের (prime িদেয় করেল

efficient হয় তেব চাইেল 2 হেত
√
b পযǮɂ সব সংখǫা িদেয়ও করেত পার।)
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ɔǫাকিটস ɔবেলম

• একিট সংখǫােক prime factorize কর। অথǮাৎ এিট ǯকান ǯকান prime Ȼারা িবভাজǫ এবং
ǯসই সব prime এর power ʝিল ǯবর কর।

৩.১.২ একিট সংখǫার Divisor সমুহ

তুিম যিদ ǯকান একিট সংখǫার সকল divisor সমুহ ǯবর করেত চাও তাহেল ǯকাড ৩.2 এর মত
O
(√

n
)
এ খুব সহেজই সকল divisor ǯবর কের ǯফলেত পার। িকʞআমরা িক sieve algorithm

ǯক modify কের 1 হেত n পযǮɂ ɔিতিট সংখǫার সকল divisor ǯবর করা িক সɥব? অবɹই সɥব,
তেব এিটর runtime O

(
n logn

)
. ǯকাড ৩.4 এ এর ǯকাডিট ǯদখােনা হল। এখােন ǯতমন িকছুই

না, ʤধু ɔিতিট সংখǫার জɏআমরা এর multiple এর list ʝেলােত তােক insert কের ǯদই। এখা-
ǯন আমােদর ǯকান mark রাখার ɔেয়াজন হয় না। ǯতামরা যিদ মেন কর ǯয memory ǯতা অেনক
ǯবিশ ǯলেগ যােব! না, n িট সংখǫার divisor আসেল সবǮেমাট n logn এর ǯবিশ না। আমরা এই ǯকা-
ǯড আমােদর ʠিবধার জɏ STL এর vector বǫবহার কেরিছ। vector না বǫবহার কের Dynamic
Linked List বǫবহার করা যায়, িকʞ িজিনসটা অেনক ঝােমলার হেয় যায়।

Listing ৩.4 : all divisors.cpp

1 i n t mark [ 1 0 0 0 00 2 ] ;
2 v e c t o r<i n t> d i v i s o r s [ 1 0 0 0 00 2 ] ;
3
4 vo i d D i v i s o r s ( i n t n )
5 {
6 i n t i , j ;
7 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++)
8 f o r ( j = i ; j <= n ; j += i )
9 d i v i s o r s [ j ] . p u s h b a c k ( i ) ;
10 }

অেনক ɔবেলম এই divisor এর িলʈ হয়েতা লােগ না, িকʞ ɔিতিট সংখǫার divisor সমুেহর
sum বা সংখǫা এর দরকার হয়। আশা কির ǯকমেন করেব তা বুঝেত পারেতছ!

ǯকান একিট সংখǫার divisor িনেয় যখন problem থােক তখনআেরকিটmethod ǯবশ কােজ
লােগ। ধরা যাক, n = pa1

1 pa2
2 . . . pak

k এখােন pi হল prime সংখǫা। এেক ǯকান একিট সংখǫার
prime factorization বেল। এখন িচɂা কের ǯদখ, d ǯক যিদ nএর divisor হেত হয় তাহেল তার
িক িক ǰবিশɾǫ থাকেত হেব। ɔথমত, d এর িভতের pi ছাড়া আর ǯকান prime divisor থাকা যােব
না। িȻতীয়ত, pi এর power িকʞ ai এর ǯথেক ǯবিশ হেত পারেব না। অথǮাৎ◌ঃ d = pb11 pb22 . . . pbkk
ǯযখােন 0 ≤ bi ≤ ai. এই equation ǯথেক আমরা বেল িদেত পাির n এর divisor কয়িট আেছ
(NOD=Number ofDivisor) বা তার divisor ǯদর ǯযাগফলকত (SOD=SumofDivisor)!

NOD(n) = (a1 + 1)(a2 + 1) . . . (ak + 1)

SOD(n) = (1 + p1 + p21 + . . .+ pa1
1 )(1 + p2 + p22 + . . .+ pa2

2 ) . . . (1 + pk + p2k + . . .+ pak

k )

=
pa1+1
1 − 1

p1 − 1
· p

a2+1
2 − 1

p2 − 1
· . . . ·

pak+1
k − 1

pk − 1

৩.১.৩ GCD ও LCM
GCD এর পূণǮ ʢপ হলঃ Greatest Common Divisor বাংলায় গিরɿ সাধারণ ʝণনীয়ক (গসাʝ)
আর LCMএরপূণǮ ʢপ হলঃ Least CommonMultiple বাংলায় লিঘɿ সাধারণ ʝিণতক (লসাʝ)।
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যিদ a এবং b ʣইিট সংখǫার গসাʝ g এবং লসাʝ l হয় আমরা বলেত পািরঃ a× b = g × l. ʠতরাং
আমরা যিদ ʣইিট সংখǫার গসাʝ ǯবর করেত পাির তাহেল লসাʝ খুব সহেজই ǯবর হেয় যােব। ɔɶ হল
আমরা গসাʝ ǯকমেন ǯবর করব? একিট উপায় হল a ও b এর মােঝ ǯযিট ǯছাট ǯসই সংখǫা ǯথেক ʤʡ
কের 1 পযǮɂ ǯদখা, ǯযই সংখǫা িদেয় ɔথম ভাগ যােব ǯসিটই গসাʝ। িকʞ এর run time O

(
n
)
. এর

ǯথেক ভােলা উপায় িকʞ ǯতামরা জােনা, ǯছাট ǯবলায় ʆুল এ থাকেত িশেখছ ǯসিট হল euclid এর
পȼিত। মেন কর আমােদর aআর b িদেয় বলা হল এেদর গসাʝ ǯবর করেত হেব, আমরা যা করব, a
ǯক b িদেয় ভাগ িদব। যিদ িনঃেশেষ ভাগ যায়, তাহেল b ই গসাʝ কারন b এর ǯথেক বড় ǯকান সংখǫা
িকʞ b ǯক ভাগ কের না (যিদও a ǯক ভাগ করেত পাের)। এখন যিদ ভাগ না যায়, ǯসেǹেȴ আমরা
ভাগেশষ c ǯবর করব a = k · b+ c. এই c িকʞ b এর ǯথেক ǯছাট হেব! (a < b হেল িক হেব তা িচɂা
কের ǯদখেত পার!) এবং একিট সংখǫা যিদ a ও b ǯক ভাগ কের ǯসটা এই সমীকরণ অʟসাের c ǯকও
করেব। ʠতরাং আমরা এখন b ও c এর গসাʝ ǯবর করব। আেগ িছল a ও b এখন এেদর একিট সংখǫা
ǯছাট হেয় c হেয় ǯগল। ʠতরাং এই কাজটা যিদ আমরা বার বার করেত থািক এক সময় আমরা গসাʝ
ǯপেয় যাব। ǯতামােদর মেন হেত পাের ǯয অেনক বার এই কাজ করেত হেব! িকʞ আসেল িকʞ তা না।
এটার exact run time ǯতামােদরেক বলেল আপাতত বুঝেব না তেব এটু˄ িবɻাস করেত পার ǯয
long long এ যত বড় সংখǫা ধরা সɥব তােদর যিদ গসাʝ ǯবর করেত বলা হয় তাহেল 100 ∼ 150
ধােপর ǯবিশআসেল লাগেব না। ১ গসাʝ িনণǮেয়র একিট recursive ǯɔাȅাম ǯকাড ৩.5 এ ǯদয়া হল।

Listing ৩.5 : gcd.cpp

1 i n t gcd ( i n t a , i n t b )
2 {
3 i f ( b == 0 ) r e t u r n a ;
4 r e t u r n gcd ( b , a % b ) ;
5 }

৩.১.৪ Euler এর Totient Function ( ϕ )
ʤʡেতই আমরা ǯজেন ǯনই Totient Function িক িজিনস।

ϕ(n) = n এর ǯথেক ǯছাট বা সমান এমন কতʝিল সংখǫা আেছ যা n এর সােথ coprime

coprimeঅথǮ হলতােদর ǯকানসাধারণ factor ǯনই। ǯযমন,ϕ(12) = 4কারণ 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12
এর সােথ 12 এর ǯকান না ǯকান সাধারণ factor আেছ। 1, 5, 7, 11 এই চারিট সংখǫার সােথ ǯকান
common factor ǯনই। যিদ n = pa1

1 pa2
2 . . . pak

k হয় তাহেলঃ

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
. . .

(
1− 1

pk

)
ʠতরাং যিদ ǯকানএকিটসংখǫারϕ ǯবরকরেতহয়তাহেল ǯতামরা খুব সহেজইprime factorize

কের ǯবর কের ǯফলেত পারেব। কথা হল prime বা divisor এর মত িক এেখেȴও 1 হেত n এর ϕ
এর মান িক ʲত ǯবর করা সɥব? অবɹই সɥব, ɔিতিট prime p এর জɏআমরা এর multiple
এ িগেয় তােক p িদেয় ভাগ ও p− 1 িদেয় ʝন করেলই হেব। এভােব 1 হেত n পযǮɂ সব prime এর
জɏ এই কাজ করেলই আমরা সব সংখǫার ϕ এর মান ǯপেয় যাব। (ǯকাড ৩.6)

Listing ৩.6 : sieve phi.cpp

1 i n t p h i [ 1000006 ] , mark [ 1 0 0 0 006 ] ;
2
3 vo i d s i e v e p h i ( i n t n )

১ǯতামােদর আȅহ থাকেল এই িবষেয় wiki ǯত পড়েত পার। মজার বǫপার হল এর runtime এর সােথ িফবনািচ সংখǫার
একটা সɢকǮ আেছ!
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4 {
5 i n t i , j ;
6
7 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++) p h i [ i ] = i ;
8
9 p h i [ 1 ] = 1 ;
10 mark [ 1 ] = 1 ;
11
12 f o r ( i = 2 ; i <= n ; i += 2 )
13 {
14 i f ( i != 2 ) mark [ i ] = 1 ;
15 p h i [ i ] = p h i [ i ] / 2 ;
16 }
17
18 f o r ( i = 3 ; i <=n ; i += 2 )
19 i f ( ! mark [ i ] )
20 {
21 ph i [ i ] = p h i [ i ] − 1 ;
22
23 f o r ( j = 2 ∗ i ; j <= n ; j += i )
24 {
25 mark [ j ] = 1 ;
26 p h i [ j ] = p h i [ j ] / i ∗ ( i − 1) ;
27 }
28 }
29 }

৩.১.৫ BigMod
BigMod একিট অতǫɂ ʝʡȮপূণǮ একিট Method. এক জন bowler এর কােছ লাল বল আেছ
আবার সাদা বল ও আেছ। তুিম n িট বল করেল, ɔিতিট বল হয় সাদা বল িদেয় করেব না হয় লাল বল
িদেয়। তুিম কত ভােব বল করেত পার? এখােন ɔিতিট বল করেত পারছ 2 ভােব, ʠতরাং সবǮেমাট 2n
ভােব বল করেত পারেব। িকʞ nএর বড় মােনর জɏএটা অেনক বড় সংখǫা হেয় দঁাড়ায়। ǯসজɏɔায়
ǯবিশর ভাগ সমেয় আমােদর exact উȳর না ǯচেয় mod 107 বা এরকম একিট সংখǫা িদেয় ǯদয়া
হয় যার Ȼারা mod কের result চাওয়া হয়। ǯযমন ধর ǯতামােদর িজȘাসা করলাম, 2100 mod 7
কত? িক করেব? 2100 ǯবর কের এর পর 7 িদেয় ভাগ কের উȳর িদেব? ǯখয়াল কর, 2100 িকʞ long
long এও ধরেব না। তাহেল উপায়? তুিম চাইেল ɔিতবার ʝন কের সােথ সােথই mod করেত পার,
এেত কের উȳরটা ʤধু int বǫবহার কেরই ǯপেয় যােব! িকʞ ǯতামােক যিদ 100 এর ǯথেক আরও বড়,
অেনক বড় ধর ɔায় 1018 ǯদয়া হয়? তাহেল িক করা সɥব? ʜা করা সɥব এবং idea টাও অেনক
সহজ। মেন কর ǯতামােক 2100 mod 7 ǯবর করেত বলা হেয়েছ। তুিম িক করেব, 250 mod 7 ǯবর
করেব, ধর এিট a, তাহেল 2100 mod 7 হেব (a× a)mod 7. অথǮাৎ তুিম ǯতামার কাজ ǯক অেধǮক
কের ǯফলেল। ǯতামার এখন আর for loop চািলেয় 100টা 2 ʝন করেত হেব না, 50টা 2 ʝন কের
এই ʝনফল ǯক তার সােথই ʝন িদেল তুিম result ǯপেয় যােব। িকʞ একই ভােব ǯতামার িকʞ 50 বার
ʝন করার দরকার ǯনই, 25 বার ʝন কের আবার ǯসই ʝনফল ǯক তার সােথই ʝন কের ʝনফল তুিম
ǯপেয় যােব। িকʞ এবার? িবেজাড় সংখǫার ǯবলায়? এবার ǯতা আর অেধǮক করেত পারবা না। তােত
িক যায় আেস! তুিম 224 ǯবর কের তার সােথ 2 ǯক ʝন করেত পার। ǯযেহতু power িবেজাড় বেল
এই কাজ করছ ʠতরাং এর পেরর ধােপ power অবɹই ǯজাড় হেব এবং আবার তুিম 2 িদেয় ভাগ
করেত পারেব। এভােব চলেত চলেত এক সময় power যখন 0 হেয় যােব তখনআমরা জািন িকʞ ǯয
20 = 1 ʠতরাং এবার আমরা আমােদর অɏ ʝন ʝেলা কের আমােদর উȳর ǯবর কের ǯফলব।

তাহেল এই িজিনস আমরা ǯকাড করব ǯকমেন? আমরা ধের ǯনই আমােদর কােছ একটা Black
Box আেছ যােক a, b,M িদেল ab modM ǯবর কের ǯদয়। ǯস যা করেব তা হল যিদ b ǯজাড় হয়
তাহেল আবার ǯসই Black Box ǯক a, b/2,M িদেব এবং ǯসই ফলাফল িদেয় িনেজর ফলাফল ǯবর
করেব।আর যিদ িবেজাড় হয় তাহেল ǯস Black Box ǯক a, b−1,M িদেব এবং তার ফলাফল ǯথেক
িনেজর ফলাফল বািনেয় িনেব। এবং এই ভােব কতǹণ চলেব? যতǹণ না, b = 0 হয়। এখােন Black
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Box হল একিট function এবং এই ভােব একিট function এর িভতর ǯথেক একই function
বǫবহার করা ǯকই recursive function বেল। আমরা ǯকাড ৩.7 এ এই ǯɔাȅামিট িদলাম। তেব
ǯɔাȅামিটেত b িবেজাড় এর ǯǹেȴ একটু অɏভােব করা হল, আশা কির বুঝেত অʠিবধা হেব না। এই
algorithm এর run time হল O

(
logn

)
.

Listing ৩.7 : bigmod.cpp

1 i n t bigmod ( i n t a , i n t b , i n t M)
2 {
3 i f ( b == 0 ) r e t u r n 1 % M;
4 i n t x = bigmod ( a , b / 2 , M) ;
5 x = ( x ∗ x ) % M;
6 i f ( b % 2 == 1) x = ( x ∗ a ) % M;
7 r e t u r n x ;
8 }

এই ধরেনর solving method ǯক divide and conquer বলা হেয় থােক। এখােন একিট
বড় ɔবেলম ǯক ǯছাট ǯছাট ভােগ ভাগ করা হয় এবং তােদর সমাধান combine কের বড় ɔবেলম এর
সমাধান ǯবর করা হয়। আিম যখন BigMod ǯদখাই এর সােথ আরও একিট সমʓা ǯদখাই। তাহল,
1 + a + a2 + . . . + ab−1 mod M ǯবর করা। অবɹই এর আেগর সমʓার মত এখােনও b
অেনক বড়। ʠতরাং তুিম ǯয বার বার ɔিতটা term এর উȳর ǯবর করেব তা হেব না। এখােনও িকʞ
এর আেগর মত বুিȼ খাটােনা সɥব। আমরা b = 6 এর জɏ ǯদিখ ǯকমেন এেক ʣই ভােগ ভাগ করা
সɥব!

1 + a+ a2 + a3 + a4 + a5 = (1 + a+ a2) + a3(1 + a+ a2)

এভােব যিদ আমরা ʣই ভাগ কির তাহেল আমােদর bigmod(a, b/2,M) এর ɔেয়াজন পের।
সবǮেমাট logn ধাপ এবং ɔিত ধােপ আমােদর bigmod এর জɏ আরও logn সময় দরকার হয়,
ʠতরাং আমােদর run time O

(
logn2

)
. এটা খুব একটা বড় cost না। িকʞ তবুও আমরা এর

O
(
logn

)
সমাধান িশখব। আমরা equation িটেক অɏভােব ʣইভাগ করার ǯচɾা কির।

1 + a+ a2 + a3 + a4 + a5 = (1 + a2 + a4) + a(1 + a2 + a4)

= (1 + (a2) + (a2)2) + a(1 + (a2) + (a2)2)

অথǮাৎ আমরা আমােদর নতুন ফাংশন এর নাম যিদ bigsum ǯদই তাহেল bigsum(a, b,M)
ǯবর করেতআমরা bigsum(a2, b/2,M) ǯবর করব। a ǯযন পরবতǮীেত overflow না কের ǯসজɏ
আমরা আসেল a2 mod M পাঠােবা। b িবেজাড় হেল আশা কির বুঝেত পারছ ǯয িক করব? তাও
ǯদখাইঃ

1 + a+ a2 + a3 + a4 = 1 + a(1 + a+ a2 + a3)

আশা কির ǯকাডটা িনেজরাই করেত পারেব। ǯতামােদর একই ভােব সমাধান করা যােব এমন
আেরকিট সমʓা ǯদই ɔǫাকিটস এর জɏ।

ɔǫাকিটস ɔবেলম

• 1 + 2a+ 3a2 + 4a3 + 5a4 + . . .+ bab−1 modM ǯবর কর।
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৩.১.৬ Modular Inverse
ǯযেহতু অেনক িহসােবর উȳর অেনক বড় আেস ʠতরাং ɔায় সময়ই আমােদর exact উȳর না ǯচেয়
ǯকান একিট সংখǫা িদেয়modকের উȳর চায়। এখন ǯসই িহসােব যিদ ǯযাগ িবেয়াগ ʝন থােক তাহেল
ǯকান সমʓা হয় না, িকʞ যিদভাগ থােকতাহেল ǯবশসমʓা হেয় যায়, কারণ a

bmodM এবং amodM
bmodM

এক কথা না। তুিম যিদ b Ȼারা ভাগ করেত চাও তাহেল b−1 ≡ M ǯবর করেত হেব এবং এিট িদেয়
ʝন করেলই b Ȼারা ভােগর কাজ হেয় যােব।M যিদ prime হয় তাহেল, b−1 ≡ bM−2 modM .
আর যিদ তা না হয়, তাহেল b−1 ≡ bϕM−1 modM িকʞ ǯসেǹেȴM এবং b ǯক coprime হেত
হেব। এবং এই মান আমরা bigmod বǫবহার কের খুব সহেজই ǯবর কের ǯফলেত পাির।

৩.১.৭ Extended GCD
যিদ a ও b এর গসাʝ g হয় তাহেল এমন xএবং y খুঁেজ পাওয়া সɥব ǯযন ax+ by = g হয়। ǯটিবল
৩.২ এআমরা a = 10 এবং b = 6 এর জɏ x ও y ǯবর কের ǯদখালাম। অেনেকই এই ǯটিবল ǯদেখ
ভরিকেয় যায়। আসেল ভয় পাবার িকছু ǯনই। এই ǯটিবল এর ɔথম কলাম হল সাধারণ euclid এর
গসাʝ ǯবর করার পȼিত হেত পাওয়া। এখন গসাʝ করার সময় অবɹই ǯছাট সংখǫােক ǯকান একিট
সংখǫা িদেয় ʝন কের বড়িট হেত বাদ িদেয়ই ভাগেশষ ǯবর করা হয়। এই ʝন ও িবেয়াগ এর কাজটা
আমােদর পেরর ʣই কলােমও করেত হেব। এরকম করেলআমরা যখন ɔথম কলােম গসাʝ পাব তখন
িȻতীয় ও তৃতীয় কলােম x ও y এর মান ǯপেয় যাব। এেǹেȴ আমােদর x = −1 এবং y = 2.

সারনী ৩.২: a = 10 ও b = 6 এর জɏ Extended GCD এর simulation

সংখǫা x y 10x + 6y
10 1 0 10
6 0 1 6
4 1 -1 4
2 -1 2 2

আমরা Extended GCD ǯক সংেǹেপ egcd বেল থািক। এই ǯɔাȅামিটর ǯকাড ৩.8 এ ǯদয়া
হল। এখােন ǯদয়া egcd ফাংশনিট call করার সময় ʣইিট variable এর reference ও পাঠােত
হেব ǯযখােন x এবং y এর মান থাকেব। এই ফাংশনিট গসাʝ return কের।

Listing ৩.8 : egcd.cpp

1 i n t egcd ( i n t a , i n t b , i n t &x , i n t &y )
2 {
3 i f ( a == 0 )
4 {
5 x = 0 ; y = 1 ;
6 r e t u r n b ;
7 }
8
9 i n t x1 , y1 ;
10 i n t d = egcd ( b%a , a , x1 , y1 ) ;
11
12 x = y1 − ( b / a ) ∗ x1 ;
13 y = x1 ;
14
15 r e t u r n d ;
16 }

egcd বǫবহার কেরওআমরাModular Inverse ǯবর করেত পাির (তেব bওM ǯক coprime
হেত হেব)। ǯকান একিট b এর জɏআমরা এমন একিট x ǯবর করেত চাই ǯযন, bx ≡ 1modM .
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অথǮাৎ, bx = 1+yM ǯযখােন y হল একিট integer. এখন, bx−yM = 1. আমরা জািন b ওM
coprime ʠতরাং আমরা এমন একিট x ও y পাব ǯযন, bx− yM = 1 হয় বা, bx ≡ 1modM
হয়। তেব egcd ফাংশন x এর মান িহেসেব ঋণাȯক সংখǫা িদেত পাের, এ িজিনসটা ǯখয়াল রাখেত
হেব। ǯসেǹেȴ x ǯক সিঠক ভােব১ M Ȼারা mod কের এর অঋণাȯক মানটা ǯবর করেত হেব।

৩.২ Combinatorics

৩.২.১ Factorial এর িপেছর 0
100!এর িপছেনকতʝিল শূɏআেছ? - এিট খুবই commonএকিট ɔɶ। ǯতামরা হয়েতা ইেতামেধǫই
এর সমাধান জােনা। যারা জােনা না, তােদর জɏ বিল আমােদর বেস বেস 100! এর মত এত িবশাল
সংখǫা ǯবর করার দরকার ǯনই। ʤধু আমােদর জানেত হেব ǯয কত ʝিল 10 ʝন করা হেȏ। িকʞ একটু
ǯখয়াল করেল ǯদখব ǯয, 5! = 120 িকʞ এখােন আমরা ǯকান 10 ʝন কিরিন, এর পরও একিট 0
চেল এেসেছ। ǯকন? কারণ আমরা 5আর 2 ʝন কেরিছ এরা আমােদর 10 িদেয়েছ। অথǮাৎ আমােদর
ǯদখেত হেব এই ʝনফল এর মােঝ কত ʝিল 2 আর কতʝিল 5 ʝিণতক আকাের আেছ। আসেল 2
কত বার আেছ তা ǯদখার দরকার হয় না, কারণ 2 সবসময় 5 এর ǯথেক ǯবিশ বার থাকেবই, ʠতরাং
আমােদর 5 ʝনেলই চলেব। এখন আমরা িচɂা কির, 5 কত বার আেছ তা ǯকমেন ǯবর করব। 1 হেত
100 এর মােঝ সবǮেমাট ⌊100/5⌋ = 20 িট 5 এর ʝিণতক আেছ। এʝিল ǯথেক একিট কের 5 পাব।
িকʞ ǯযʝিল 25 Ȼারা ভাগ যায় তােদর ǯথেক িকʞ আরও একিট কের 5 পােবা, আবার ǯযʝেলা 125
Ȼারা িবভাজǫ তােদর ǯথেক আরও একিট কের পােবা। িকʞ 125 িকʞ আমােদর 100 ǯথেক বড় তাই
আমােদরআর 5এর বড় power ʝেলােক ǯদখার ɔেয়াজন ǯনই। ʠতরাং আমােদর 5এর ǯমাট সংখǫা
⌊100/5⌋+ ⌊100/25⌋ = 20+4 = 24. অথǮাৎ 100! এর িপছেন ǯমাট 24 টা শূɏ থাকেব। আমরা
যিদ n!এর িভতের একিট prime number p কতʝিলআেছ ǯসটা ǯবর করেত চাই তাহেলআমােদর
ʠȴ হেȏঃ

⌊n/p⌋+ ⌊n/p2⌋+ ⌊n/p3⌋+ . . . যতǹণ না শূɏ হয়

৩.২.২ Factorial এর Digit সংখǫা
n!এর িপছেনর 0এরসংখǫা নাহয় বুিȼকের ǯবরকরা ǯগল, িকʞn!একতʝিল িডিজটআেছতা ǯকমেন
ǯবর হেব? ǯতামরা যিদ ǯকান একিট calculator এ 50! কের ǯদখ তাহেল হয়েতা 3.04140932 ×
1064 এরকম সংখǫা ǯদখেত পােব। এখান ǯথেক বুঝেত পারিছ ǯয 3 এর পরও আরও 64 টা সংখǫা
আেছ। এখন আমােদর জানা এমন িক ǯকান ফাংশন আেছ ǯযটা ঐ 10 এর উপের থাকা power টা
আমােদর বেল ǯদেব? আেছ, log. ǯতামরা ǯতামােদর calculator এ যিদ এই সংখǫার log নাও
তাহেল ǯদখেব 64.4830 . . . এরকম একিট সংখǫা আসেব। ʠতরাং আমরা যিদ এর floor িনেয় এক
ǯযাগ কির তাহেলইআমরা number of digits ǯপেয় যাব। ২ আমরা ǯযেকােনা সংখǫার digit সংখǫা
ǯবর করেত চাইেল এই পȼিত কােজ লােগ। ǯতামােদর হয়েতা ǯকউ ǯকউ ভাবছ, log ǯনবার জɏ ǯতা
আমােদর আেগ 50! ǯবর করেত হেব এর পর না log! না, log এর একিট ʠɄর ǰবিশɾǫ আেছ আর
তা হলঃ log (a× b) = log a+ log b অথǮাৎ log 50! = log 1 + log 2 + . . . log 50.

৩.২.৩ Combination:
(
n
r

)
n িট িজিনস হেত r িট িজিনস কত ভােব িনবǮাচন করা যায় তার ফমুǮলা হলঃ

(
n
r

)
= n!

(n−r)!r! . অেনক
সময়ই n ও r এর মান ǯদয়া থাকেল আমােদর

(
n
r

)
এর মান িনণǮয় করার দরকার হয়। একিট উপায়

হল factorial সমুেহর মান আলাদা আলাদা কের িনণǮয় কের ʝন ভাগ করা। িকʞ এেত একটা সম-
ʓা হয় আর তা হল overflow. ǯযমন n = 50, r = 1 হেল 50! ǯবর করেত ǯগেল আমােদর

১x = (x mod M + M) mod M
২ceiling িনেল যিদ আমােদর সংখǫািট 10x টাইপ এর সংখǫা হয় তাহেল আমােদর উȳরিট সিঠক আসেব না।
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মানটা overflow করেব িকʞ আমরা জািন
(
50
1

)
= 50. ǯতামরা যিদ ǯভেব থাক ǯয double ডা-

টা টাইপ বǫবহার করবা, তাহেল ǯসটা সɥব না। কারণ double ডাটা টাইপ ǯতামােক মােনর একটা
approximation মান িদেব, কখনই exact মান িদেব না। ১ অেনেক যা কের তা হল, (n− r)! বা
r! এর মােঝ ǯযটা বড় তা িদেয় n! এর সােথ আেগই কাটাকািট কের ǯফেল, এর পর উপেরর ʝেলা ʝন
এবং িনেচর ʝেলা ʝন কের এই ʣইিট সংখǫা ভাগ কের ফলাফল পাওয়া যায়। ফেল উপেরর উদাহরন এ
উপের ʤধু 50 থােক আর িনেচ থােক 1 ফলাফল 50. িকʞ এই method এও উপেররটা overflow
কের ǯযেতই পাের ǯযখােন হয়েতা ভাগ ǯদবার পর উȳরটা আর overflow করেব না। আরও একিট
উপায় আেছ আর তাহল, আমরা জািন ǯয

(
n
r

)
সবসময় একিট পূণǮ সংখǫা। এর মােন িনেচ ǯযসব সং-

খǫা আেছ তারা সবাই কাটাকািটর সময় কাটা পরেব। ǯতামরা উপেরর সংখǫা ʝিলেক একিট array ǯত
নাও। এর পর এেক এেক িনেচর সংখǫা নাও আর ঐ array এর ɔথম ǯথেক ǯশষ পযǮɂ যাও, gcd
িনণǮয় করবা আর এই ʣইিট সংখǫােক কাটবা যতǹণ না িনচ ǯথেক ǯনয়া সংখǫাটা 1 হেয় যায়। এভােব
কাজ করেল ǯতামার উȳর কখনই overflow করেব না। এভােব না না রকম ভােব ǯতামরা

(
n
r

)
এর

মান িনণǮয় করেত পারেব, ɔিতিট পȼিতরই ʠিবধা অʠিবধা আেছ, overflow, time complexity,
memory complexity, implementation complexity ইতǫািদ। ɔবেলম এর উপর িভিȳ
কের ǯতামােদর িবিভɈ পȼিত অবলɤন করার দরকার হেত পাের।

অেনক সময় আমােদর exact মান না ǯচেয় ǯকান একিট সংখǫা Ȼারা mod করার পেরর মান
ǯচেয় থােক। এেǹেȴও আমােদর নানা রকম পȼিত আেছ। যিদ mod করেত বলা সংখǫািট prime
হয় তাহেল n! mod p, ModuloInverse(r! mod p, p) এবং ModuloInverse((n-r)! mod
p, p) এই িতনিট সংখǫা ʝন করেলই আমারা আমােদর কািȉত সংখǫা ǯপেয় যাব। এেǹেȴ সাধারনত
p > n হেয় থােক। আমরা facotiral এর mod মান আেগ ǯথেকই precalculate কের ǯরেখ মাȴ
O
(
logn

)
এই এই মান িনণǮয় করেত পাির। mod যিদ prime হয় িকʞ ǯছাট হয় তাহেল অɏএকিট

উপায় আেছ এবং ǯসিট হল Lucas' Theorem. এই theorem বেলঃ(
m

n

)
≡

k∏
i=0

(
mi

ni

)
(modp)

ǯযখােন,m = mkp
k + . . .+m1p

1 +m0p
0 এবং n = nkp

k + . . .+ n1p
1 + n0p

0.
অথǮাৎ ǯতামােকʤধু

(
a
b

)
ʝিলজানেত হেব ǯযখােনa, b < p িজিনসটা িকʞ ǯতামরা precalculate

কের রাখেত পার।
যিদ সংখǫাটা prime না হয় বাআমােদরঅেনকʲত (O

(
1
)
)
(
n
r

)
এরমান ǯবরকরেত হয়তাহেল

আমরা অেনকসময়
(
n
r

)
এরমান precalculateকেরn×n array ǯত ǯরেখ ǯদই।এটা ǰতির করেত

আমােদর O
(
n2
)
সময় লােগ। এই পȼিতর মূল ফমুǮলা হলঃ

(
n
r

)
=
(
n−1
r

)
+
(
n−1
r−1

)২ ǯকাড ৩.9 এ
এই ǯকাডিট ǯদয়া হল। ǯতামরা limncr এর মান পিরবতǮন কের দরকার মত

(
n
r

)
এর মান generate

করেত পার।

Listing ৩.9 : ncr.cpp

1 n c r [ 0 ] [ 0 ] = 1 ;
2 i n t l i m n c r = 10 ;
3 f o r ( i = 1 ; i <= l im n c r ; i ++)
4 f o r ( j = 0 ; j <= l im n c r ; j ++)
5 {
6 i f ( j > i ) n c r [ i ] [ j ] = 0 ;
7 e l s e i f ( j == i | | j == 0 ) n c r [ i ] [ j ] = 1 ;
8 e l s e n c r [ i ] [ j ] = n c r [ i − 1 ] [ j − 1] + n c r [ i − 1 ] [ j ] ;
9 }

১যিদ ǯতামােক বলা হয়
√
2 বা π এর মান িলখ তুিম িক তা িলখেত পারেব? পারেব না, তুিম যাই িলখ না ǯকন ǯসটা আসেল

আসল মােনর একিট approximation মান।
২িচɂা কের ǯদখ base case িক হওয়া উিচত
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৩.২.৪ িকছু special number

িকছু িকছু special numberআেছ যা ɔবেলমসমাধানকরার সময়ɔায়ইআমরা তােদর সɧুিখন হই।
অেনক সময় এসব মান িনণǮেয়র উপায় আমােদর অɏ সমʓা সমাধােনও ǯবশ কােজ লােগ। আমরা
এরকম িকছু সংখǫা এই ǯসকশেন ǯদখব। এখােন আমরা হয়েতা এসব নাɤার এর ফমুǮলা ǯকমেন ǯবর
করা যায় তা ǯদখব না। ǯতামরা চাইেল internet বা ǯকান বই ǯথেক ǯদেখ িনেত পার।

Derangement Number

একিট বেǴ nজন তােদর টুিপ রাখল। এরপর ɔেতǫেক একিট কের টুিপ ঐ বাǴ ǯথেক তুেল িনল। কত
উপােয় তারা এমন ভােব টুিপ তুেল িনেব ǯযন ǯকউই তােদর িনেজেদর টুিপ না পায়! ǯযমন যিদ n = 3
হয় তাহেল উȳর 2 BCA এবং CAB এই ʣই উপােয়ই হেত পাের (আশা কির বুঝেত পারছ ǯয ɔথম
জেনর টুিপ A, িȻতীয়জেনর টুিপ Bওতৃতীয়জেনর টুিপ C)। ɔথেমএিটঅেনকসহজমেন হেলওআস-
ǯল এই সমʓাটার সমাধান একটু অɏ রকম। ǯতামরা চাইেল inclusion exclusion principle
িদেয়ও এিট সমাধান করেত পার িকʞ এখােন ǯতামােদর recurrance এর মাধǫেম সমাধান তা আিম
ǯদখাব।

মেন কর Dn হল n তম Derangement Number অথǮাৎ n জন মাʟেষর জɏ উȳর। এখন
এেদর মধǫ ǯথেক ɔথম জনেক নাও। ǯস িনেজর বােদ অɏ n− 1 জেনর টুিপ পরেত পাের। ধরা যাক
ǯস X এর টুিপ পেরেছ। এখন এই X ǯসই ɔথম জেনর টুিপ পরেত পাের আবার নাও পাের। যিদ ɔথম
জেনর টুিপ ǯস পের তাহেল বািক n − 2 জন িনেজেদর মােঝ Dn−2 ভােব টুিপ আদান ɔদান করেত
পাের ʠতরাং এিট হেত পােরঃ (n − 1)Dn−2 ভােব। আর যিদ X ɔথম জেনর টুিপ না ǯনয় তাহেল
আমরা ধের িনেত পাির ǯয ঐ টুিপর মািলক এখন X এবং তার ঐ টুিপ পরা যােব না। অথǮাৎ এখন
আমােদর কােছ n− 1 টা মাʟষ ও n− 1টা টুিপ আেছ যারা ǯকউই িনেজেদর টুিপ পরেত চায় না। এই
ঘটনা ঘটেত পাের (n− 1)Dn−1 উপােয়। অথǮাৎ,

Dn = (n− 1)Dn−2 + (n− 1)Dn−1

Catalan Number

• 2n সাইেজর কতʝিল Dyck Word আেছ? 2n সাইেজর Dyck Word এ n িট X ও n িট Y
থােক এবং এর ǯকান prefix এ Y এর সংখǫা X এর ǯথেক ǯবিশ নয়। ǯযমনঃ n = 3 এর জɏ
Dyck Word ʝিল হলঃ XXXYYY, XYXXYY, XYXYXY, XXYYXY এবং XXYXYY.

• nিট openingbracketওn িট closingbracket বǫবহারকেরকতʝিলসিঠকparanthese
expression বানান যায়? ǯযমনঃ n = 3 এর জɏঃ ((())), ()(()), ()()(), (())() এবং (()()).

• n leaf আলা কয়িট complete binary tree আেছ?

• n বাʦ িবিশɾ একিট polygon ǯক কত ভােব triangulate করা যায়?

এরকম অেনক ɔেɶর উȳর হল Catalan Number. ১ n তম Catalon Number ǯক আমরা
Cn িলেখ থািক। এর ফমুǮলা হলঃ

Cn =
1

n+ 1

(
2n

n

)
=

(
2n

n

)
−
(

2n

n+ 1

)
১ǯতামারা চাইেল http://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_number হেতআরও interpretationʝিলপেড় ǯদখেতপার।
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Stirling Number of Second Kind

nটা আলাদা িজিনসেক k ভােগ যত ভােগ ভাগ করা যায় তাই হল Stirling Number of Second
Kind. এেক

{
n
k

}
Ȼারা ɔকাশ করা হয়। মেন কর n = 3 ও k = 2 এেǹেȴ উȳর িকʞ 3,

(AB,C), (AC,B), (BC,A). এখনএর recurrence ǯবরকরারজɏআমরা িকছুটা Derangement
Number ǯবর করার মত কের িচɂা করব। ɔথেম n িট িজিনস ǯথেক সবǮেশষ িজিনসটা ǯনই। এখন
এই িজিনসটা একাই একিট ভােগ থাকেত পাের। ǯসেǹেȴ বািক n − 1 টা িজিনস k − 1 ভােগ ভাগ
করেত হেব। (ǯখয়াল কর, আমরা ʤধু মাȴ ǯশষটাই আলাদা কের িনেয়িছ) এটা সɥব

{
n−1
k−1

}
ভােব।

আবার এটাও সɥব ǯয, বািক n−1 টা িজিনস k ভােগআেছআর ǯশষ িজিনসটা এেদরই ǯকান একটায়
আেছ। এই ǯকান একিট k টার মােঝর ǯকান একিট। ʠতরাং এিট হেত পাের k

{
n−1
k

}
ভােব। অথǮাৎ,{

n

k

}
=

{
n− 1

k − 1

}
+ k

{
n− 1

k

}
এখন ǯযেকােনা recurranceএরbase case থােক। k = 1 হেলসব িজিনসেকএকভােগকতভােব
ভাগ করা যায়? মাȴ এক ভােবই তাই না? আরও যিদ k = n হয়? অথǮাৎ n িট িজিনসেক n ভােগ কত
ভােব ভাগ করা যায়? এক ভােবই। অথǮাৎ base case হলঃ{

n

1

}
=

{
n

n

}
= 1

Stirling Number of First Kind

nটা আলাদা িজিনসেক k িট cycle এ যত ভােগ ভাগ করা যায় তাই হল Stirling Number of
First Kind. এেক

[
n
k

]
Ȼারা ɔকাশ করা হয়। মেন কর n = 4 ও k = 2 এেǹেȴ উȳর িকʞ 11,

(AB,CD), (AD,BC), (AC,BD), (A,BCD), (A,BDC), (B,ACD), (B,ADC),
(C,ABD), (C,ADB), (D,ABC), (D,ACB)). এর recurrence ও আমরা একই ভােব
ǯবর করেত পাির। ɔথেম n িট িজিনস ǯথেক সবǮেশষ িজিনসটা ǯনই। এখন এই িজিনসটা একাই একিট
cycle এ থাকেত পাের। ǯসেǹেȴ বািক n− 1 টা িজিনস k− 1 cycle এ ভাগ করেত হেব। (ǯখয়াল
কর, আমরা ʤধু মাȴ ǯশষটাই আলাদা কের িনেয়িছ) এটা সɥব

[
n−1
k−1

]
ভােব। আবার এটাও সɥব ǯয,

বািক n− 1 টা িজিনস k cycle এ আেছ আর ǯশষ িজিনসটা এই n− 1টার মােঝ ǯকান একিটর পর
থােক। ʠতরাং এিট হেত পাের (n− 1)

[
n−1
k

]
ভােব। অথǮাৎ,[

n

k

]
=

[
n− 1

k − 1

]
+ (n− 1)

[
n− 1

k

]
এখন ǯযেকােনা recurrance এর base case থােক। k = 1 হেল সব িজিনসেক একিট cycle এ
কত ভােগ ভাগ করা যায়? এিট একিট common সমʓা এর উȳর (n− 1)!আর যিদ k = n হয়?
অথǮাৎ n িট িজিনসেক n cycle এ কত ভােব ভাগ করা যায়? এক ভােবই। অথǮাৎ base case হলঃ[

n

1

]
= (n− 1)!,

[
n

n

]
= 1

৩.২.৫ Fibonacci Number
িফবনািচ নাɤার এর সােথ ǯতামরা ইেতামেধǫই পিরিচত হেয় ǯগেছা এবং হয়েতা n ≤ 106 এর জɏ
িফবনািচ নাɤারও ǯবর কের ǯফেলছ। িকʞ যিদ আরও বড় ǯবর করেত বলা হয়, ধর n ≤ 1018 এর
জɏ? (আমরা িকʞ mod মান ǯবর করব)। এর জɏ একিট ʠɄর method আেছ। ǯতামরা যারা
matrix জােনা না তারা একটু matrix পেড় িনেত পার।matrix ছাড়াও এিট করা যায় িকʞএিট এক-
িট general method ʠতরাং ǯতামরা এই method বǫবহার কের আরও অɏ অেনক problem
সƼভ করেত পারেব। Matrix বǫবহার কের আমরা িলখেত পািরঃ
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[
F2

F1

]
=

[
1 1
1 0

] [
F1

F0

]
[
F3

F2

]
=

[
1 1
1 0

] [
F2

F1

]
=

[
1 1
1 0

] [
1 1
1 0

] [
F1

F0

]
=

[
1 1
1 0

]2 [
F1

F0

]

একই ভােব, [
F4

F3

]
=

[
1 1
1 0

]3 [
F1

F0

]

ʠতরাং আমরা িলখেত পাির,[
Fn

Fn−1

]
=

[
1 1
1 0

]n−1 [
Fn−1

Fn−2

]

ǯতামরা যিদ ǯভেব থাক ঐ matrix এর power তুলেত ǯগেল ǯতা খবর হেয় যােব, তাহেল ভুল
ভাবেব। িকছুǹণআেগই িকʞআমরা BigMod িশেখ এেসিছ, ওখােন িছল একিট সংখǫা এখােনআেছ
matrix. সংখǫা ʝন করার পিরবেতǮ তুিম ʤধু matrix ʝন করেব তাহেলই হেব। আিম ǯতামােদর
পরামশǮ িদব ǯতামরা িনেজরাই এই িজিনসটা ǯকাড কর। ɔথম িদেক যিদও ǯকাড করেত একটু সমʓা
হেব িকʞ ʣ একবার িনেজ ǯথেক ǯকাড করেল ǯদখেব অেনক সহজ হেয় যােব। Stirling Number
ও এই পȼিতেত ǯবর করা যায়, তেব ǯসেǹেȴ k×kআকােররmatrix লােগ। ʠতরাং বুঝেতই পারছ
ǯয k ǯক ǯছাট হেত হেব িকʞ n অেনক বড় হেতই পাের। ǯচɾা কের ǯদখেত পার সমাধান করেত পার
িকনা।

৩.২.৬ Inclusion Exclusion Principle
Counting এর ǯǹেȴ অতǫɂ ʝʡȮপূণǮ একিট method হল Inclusion Exclusion Principle.
মেন কর ǯতামােক বলা হল, 1 হেত 100পযǮɂ কতʝিল সংখǫা আেছ যারা 2 বা 3 Ȼারা ভাগ যায়? ǯখয়াল
কর, এেǹেȴ িকʞ িবিভɈ ধরেনর সংখǫা আেছ, ʤধু 2 Ȼারা ভাগ যায় এমন, িকছু আেছ ʤধু 3 Ȼারা ভাগ
যায়, িকছু আেছ 2আর 3 ʣইিট িদেয়ই যায়, আবার িকছু আেছ যা ǯকানটা িদেয়ই ভাগ যায় না। ʤধু 2
Ȼারা কত ʝিল ভাগ করা যায় তা ǯবর করা িকʞ খুব সহজ, ⌊100/2⌋ = 50 একই ভােব ʤধু 3 Ȼারা
যায় এরকম আেছ ⌊100/3⌋ = 33. এখন এেদর ǯযাগ করেলই িকʞ ǯতামােদর উȳর ǯপেয় যােব না।
কারণ, ɔথম ʧেপ 6, 12, 18 . . . এরকম িকছু সংখǫা আেছ যারা িȻতীয় ʧেপওআেছ। ʠতরাং আমরা
যিদ এেদর ǯযাগ কের ǯদই এই িজিনস ʝেলা double count হেয় যােব। একটা সহজ উপায় হল এই
double count ǯবর কের তা িবেয়াগ কের ǯদয়া। ǯখয়াল করেল ǯদখেব, এই double count ʧপ
এ তারাই আেছ যারা 2 ও 3 ʣইিট Ȼারাই ভাগ যায় অথǮাৎ 6 Ȼারা ভাগ যায়। 6 Ȼারা ভাগ যায় এরকম
ǯমাট ⌊100/6⌋ = 16িট সংখǫা আেছ। ʠতরাংআমােদর ফলাফল হেবঃ 50+33−16 = 67. এভােব
count করারmethod ই হল inclusion exclusion principle. যিদ 2িটরও ǯবিশ িজিনস থােক
তাহেল িক করেত হেব একটু িচɂা কের ǯদখেত পার। মেনকর ǯতামােক 2, 3, 5, 7এরকম চারিট সংখǫা
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ǯদয়া হল। তাহেল একিট Ȼারা ভাগ যায় এরকম সংখǫা ǯযাগ কের, ʣইিট িদেয় ভাগ যায় এরকম সংখǫা
আবার িবেয়াগ করবা, িকʞ িতনিট সংখǫা Ȼারা ভাগ যায় এরকম সংখǫা আবার ǯযাগ করবা এবং চারিট
সংখǫা Ȼারা ভাগ যায় সংখǫা ʝিল িবেয়াগ করবা। অথǮাৎ, িবেজাড় সংখǫার সময় ǯযাগ ও ǯজাড় এর
ǯǹেȴ িবেয়াগ করেত হয়। এই ধরেনর সমʓায় সাধারনত time complexity হেয় থােক O

(
2n
)
.

ǯতামােদর বেল রািখ এসব ǯǹেȴ bitmask বǫবহার কের ǯকাড করেল অেনক সহেজই ǯকাড হেয়
যায়। যিদ ǯতামােদর কােছ n টা সংখǫা থােক এবং ǯকানটা ǯকানটা িদেয় ভাগ করবা এটা িসȼাɂ িনেত
চাও তাহেল তুিম n bit এর িবিভɈ নাɤার িনবা, ǯকান একিট bit এ 1 থাকার মােন ঐ সংখǫা তুিম িনবা,
0 মােন িনবা না। এরকম কের খুব সহেজ একটা loop িদেয়ই তুিম এই ǯনয়া-না ǯনয়ার কাজটা কের
ǯফলেত পার।

৩.৩ সɥাবǫতা
ǯকান কারেণ আমরা ǯছাট ǯবলা ǯথেক এই িজিনেসর ɔিত একরকম ভীিত িনেয় ǯবেড় উিঠ। কারণ এই
িজিনস বুঝেত আমােদর কɾ হয় বা আমােদর হয়েতা ভােলা মত বুঝােনা হয় না। এখােন আসেল খুব
details এ ǯতামােদর এসব িজিনস ǯদখােনা সɥব না িকʞ খুব অɰকথায় িকছু িলখার ǯচɾা করলাম।

৩.৩.১ Probability
মেনকর িǸেকট ǯখলা ʤʡরআেগ ʣইকǫােɕইন টসকরেত ǯগল। টসএরসময়Headপরেব না Tail
পরেব? ǯযেকােনা একটা পরেত পাের! আমরা বেল থািক chance 50-50. এখন মেন কর লুডু ǯখলায়
একটা ছǱা আেছ, িকʞ এই ছǱায় ǯকান 5ǯনই তার পিরবেতǮ আরও একিট 6 আেছ। এখন ǯতামােক
যিদ িজȘাসা করা হয় এখােন কত পরেব? তুিম িকʞ বলেত পারেব না ǯয এখােন ǯযেকােনা একটা
পরেত পাের! কারণ এখােন িকʞ 5 ǯনই। আবার তুিম একটু যিদ mathematical উȳর দাও তাহেল
বলেব এখােন 5 কখনই পরেব না, 6 পরার সɥাবনা 1, 2, 3, 4 পরার ǯথেক ǯবিশ আর 1, 2, 3, 4 পরার
সɥাবনা একই। আমরা িকʞ ǯকান িহসাব কের এ কথা বলেতিস না, ʤধু common sense ǯথেকই
এই কথা বললাম। তাই না? এখন যিদ ǯতামােক বলা হয় িঠক মত িহসাব কের ǯবর কর ǯকানটা পরার
সɥাবনা কত? তখন আেস িহসাব িনকাশ!

সɥাবǫতা অংেকর মূল নীিত হলঃ

ǯকান ঘটনা ঘটার সɥাবǫতা =
কত ভােব এই ঘটনা ঘটেত পাের
কত ভােব সকল ঘটনা ঘটেত পাের

ǯযমন, আমােদর িǸেকট ǯখলার টস এ, Head বা Tail পরার probability হলঃ 1
2 কারণআমা-

ǯদর মাȴ ʣইভােবই coin পরেত পাের Head ও Tail আর এেদর মােঝ একটাই Head বা Tail.
এখন ছǱার ǯǹেȴ যিদ আমরা িহসাব করেত চাই 5 পরার probability কত, তাহেল িকʞ 0

6 = 0.
অথǮাৎ 5 পাবই না! আবার 1, 2, 3 বা 4 পরার probability হল 1

6 আর 6 পরার probability হল
2
6 . অথǮাৎ 6 পরার সɥাবনা িকʞ অɏ ǯকান একিট পরার সɥাবনা ǯথেক ǯবিশ।

ǯতামরা হয়েতা π িনণǮয় করার নানা মজার মজার method ǯদেখছ। এমনই একিট method
এখন বলব। ǯতামরা একিট বড় বগǮ আঁক। এর মােঝ একিট বৃȳআঁক যা চার বাʦেকইʌশǮ কের। এখন
তুিম ǯছাট ǯছাট িকছু িজিনস নাও (মেনকরn টা) ধর চুমিকর মত িজিনস।এখনএʝিল বগǮেǹেȴর মােঝ
ǯসʝিল ছিড়েয় দাও। এখন তুিম ʝেন ǯদখ বৃেȳর মােঝ কত ʝিল আেছ। ধরা যাক, b টা। তাহেল 4b

n

হেব ɔায় π এর সমান। অȸুত না? এমন ǯকন হল? সহজ িকʞ। বৃেȳর radius যিদ r হয় তাহেল বৃেȳর
ǯǹȴফল πr2 আর বেগǮর ǯǹȴফল 4r2. ʠতরাং তুিম যিদ ǯকান একিট চুমিক randomly ǯফল এর
মােঝ তাহেল বৃেȳর মােঝ পরার সɥাবনা πr

2

4r2 = π
4 . আবার আমরা আমােদর experiment এ n টা

িবʯ randomly ǯফেলিছলাম এবং বৃেȳর মােঝ পেরেছ b টা, ʠতরাং আমরা experiment ǯথেক
পাই বৃেȳর মােঝ একিট চুমিক পরার সɥাবনা b

n অথǮাৎ b
n ≈

π
4 এখান ǯথেকইআমরা পাই, π ≈ 4b

n .
তুিম n যত বড় িনেব π এর মান তত ভােলা পােব।
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৩.৩.২ Expectation

মেন কর ǯতামােক বলা হল একিট coin টস করার পর যিদ head পের তাহেল তুিম 0 টাকা পােব িকʞ
tail পরেল 100 টাকা পােব। তুিম কতপাবারআশা কর? তুিম যিদ বল ǯযআিম 100 টাকা পাবারআশা
কির, তাহেল হল না, তুিম ǯবিশআশাবাদী হেয় ǯগেল। কারণ ǯতামার 50%সɥাবনা আেছ তুিম 0 টাকা
িজতেব।আবার তুিম হতাশার ʠের যিদ বল ǯয নাহআিম একটা টাকাও পােবা না, আমার কপাল ভােলা
না। তাহেলও হল না। তুিম যিদ একজন mathematician এর ʠের কথা বল তাহেল বলেব আিম
50 টাকা পাবার আশা কির। ɔথম ɔথম সবাই মেন করত পার এটা ǯকমন কথা? হয় আিম 0 পােবা
নাহয় 100 পােবা, 50 কই ǯথেক আসল? কািহনী হল, তুিম যিদ এই টস ধর 10 বার করেল তাহেল
এটা বলাই যায় ǯয 5 বার এর মত head পরেব আর বািক 5 বার tail. অথǮাৎ তুিম 10 বাের ǯমাট
500 টাকা পােব, অথǮাৎ গেড় তুিম 50টাকা পােব। এই জɏই এেǹেȴ ǯতামার expectation হল 50
টাকা। আরও একিট উদাহরন ǯদয়া যাক, ধর তুিম সাপ লুডু ǯখলেতছ ǯতামােক যিদ বলা হয় ǯতামার
ǯখলা ǯশষ করেত কত চাল লাগেত পাের? তুিম িকʞ িহসাব িনকাশ কের ǯদখােত পারেব ǯয ǯতামার
expected number of move কত। ǯদখা যােব তুিম যিদ বʦবার সাপ লুডু ǯখল তাহেল গেড় ঐ
সংখǫক move লাগেব। ǯকান িকছুর expectation ǯবর করার িনয়ম হেȏ যত রকম ঘটনা ঘটেত
পাের তােদর probability ʝন ঐ ঘটনা ঘটেল ǯতামার ǯসই ǯকান িকছু কত হেব। ǯযমন, coin টস
এর ǯǹেȴ ǯতামার ʣইরকম ঘটনা ঘটেত পাের। head বা tail. head পরার probability 0.5এবং
এিট পরেল তুিম 0টাকা পােব।আর যিদ 0.5 probability ǯত tail পের তাহেল তুিম পােব 100টাকা।
অতএব ǯতামার টাকা পাবার expectation হেব 0.5× 0 + 0.5× 100 = 50.

আরও একিট উদাহরন িহসােব ǯছাট পিরসের সাপ লুডু িববচনা করা যাক।

নকশা ৩.১: একিট ǯছাট লুডু ǯখলা

মেন কর তুিম 1 এআছ। তুিম যিদ 5 এ যাও তাহেলই ǯখলা ǯশষ হেয় যােব। মােঝর গাঢ় রঙআলা
3 এ তুিম ǯযেত পারেব না কখনই। ǯতামােক একিট ছǱা ǯদয়া হল ǯযটা ছুড়েল 1 হেত 6 এর মােঝর
ǯকান একিট সংখǫা পের এবং তুিম ওত সংখǫক ঘর সামেন ǯযেত পারেব। িকʞ ǯসই ঘর যিদ 3হয় বা 5
ǯপিরেয় যায় তাহেল আবােরা ǯতামােক চালেত হেব। Expected number of move কত?

ধরা যাক, Ti হল i এ থাকা কালীন সমেয় ǯখলা ǯশষ করার জɏ expected number of
move. আমােদর T1 ǯবর করেত হেব। ǯশষ ǯথেক আসা যাক। T5 = 0 কারণ তুিম যিদ 5 এ থােকা
তাহেল ǯতা ǯখলা ǯশষ। ǯকান move না িদেয়ই ǯতামার ǯখলা ǯশষ হেয় যােব। ǯস জɏ এিট শূɏ।
এখন 4 এ আসা যাক। এখান ǯথেক ǯখলা ǯশষ করেত আমােদর লাগেব T4 সংখǫক move. ǯখয়াল
কর, যিদ 1 বǫিতত ǯকান সংখǫা পের তাহেল িকʞ তুিম 4এই থাকেব, অথǮাৎ ǯতামারআরও T4 সংখǫক
move লাগেব। বǫপারটা আরও একটু পিরʆার করা যাক, তুিম ধেরই িনেয়ছ ǯয 4 ǯথেক ǯখলা ǯশষ
করেত T4 move লাগেব। এখন ǯতামার যিদ এখােনই থাকেত হয় তাহেল ǯতা T4 move লাগেব
তাই না? আর যিদ 1 পের তাহেল লাগেব T5 move. অথǮাৎ 1/6 probability ǯত লাগেব T5

move আর 5/6 probability ǯত লাগেব T4 move. আর ভুেল ǯযও না এই মাȴ তুিম একটা চাল
িদেল ছǱা গিড়েয়, ʠতরাং T4 = 1 + 1

6T5 + 5
6T4 এখান ǯথেক আমরা পাই, T4 = 6. িহসাব

টা িকʞ িঠিক আেছ। ছǱার ছয় িদক, আমরা আসা করেতই পাির ǯয 6 চােলর মােঝ ɔিতিট সংখǫা
একবার না একবার আসেবই। ʠতরাং আমােদর expectation 6. T3 আমােদর লাগেব না, কারণ
আমরা এখােন কখনই আসব না। এখন আসা যাক, 2 এ। যিদ 1/6 probability ǯত 2 পের তাহেল
লাগেব T4 move, যিদ 1/6 probability ǯত 3 পের তাহেল T5 move লাগেব, আর বািক 4/6
probability ǯত যা পরেব তার জɏআমােদর 2এই থাকেত হেব অথǮাৎ T2 move লাগেব। ʠতরাং,
T2 = 1 + 1

6T4 +
1
6T5 +

4
6T2 অথǮাৎ T2 = 6. আশা কির T1 এর জɏ ফমুǮলা তুিম বুঝেত পারছ

িক হেব, T1 = 1 + 1
6T2 +

1
6T4 +

1
6T5 +

3
6T1 ⇒ T1 = 6. অথǮাৎ expected number of
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move হেব 6.

৩.৪ িবিবধ

৩.৪.১ Base Conversion
আমরা ǯযই সংখǫা পȼিত বǫবহার কের থািক তােক দশিমক বেল কারণ এর base হল 10. কিɢ-
উটার ǯযই সংখǫা পȼিত বǫবহার কের তার base হল 2 এেক বেল বাইনাির। এরকম আরও িকছু
বʦল ɔচিলত সংখǫা পȼিত আেছ- অকটাল (base হল 8), ǯহǴােডিসমাল (base হল 16)। বলা
হেয় থােক আমােদর হােতর দশ আȊুেলর জɏ আমােদর সংখǫা পȼিত হল Decimal বা দশিমক।
কিɢউটার এর জɏ 10 িট আলাদা আলাদা সংখǫা িনেয় িহসাব করা ǯবশ কɾকর এজɏ ʤধু মাȴ
voltage up down কের বুঝা যায় এমন একিট সংখǫা পȼিত বǫবহার করা হয় কিɢউটাের। এিটই
হল বাইনাির। এই পȼিতেত অȈ আেছ ʣইিট 0 ও 1. আমরা ǯকমেন িহসাব কির একটু ǯখয়াল করঃ
0, 1, . . . 9, 10, 11, 12, . . . 19 . . . অথǮাৎ আমােদর ǯশষ digit টা এক এক কের বােড় এর পর ǯশষ
হেয় ǯগেল এর বােমর টা এক বােড় ওটাও ǯশষ হেয় ǯগেল তারও বােমর টা বাড়েব। বাইনািরও ǯস
রকমঃ 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000 . . .। অɏাɏ number system এও একই রকম
হেয় থােক।

এখন যিদ একটু ǯখয়াল কর দশিমক number system এ 481 ǯক আমরা ǯভেȊ িলখেত পািরঃ
4×102+8×101+1×100 একই ভােব বাইনাির 1010 ǯকওআমরা এভােব ǯভেȊ িলখেত পািরঃ
1× 23 + 0× 22 + 1× 21 + 0× 20 যার মান দশিমক পȼিত ǯত হেব 10. ʠতরাং আমােদর যিদ
অɏ ǯকান number systemএএকিট সংখǫা ǯদয়া হয় তােকআমরা খুব সহেজইআমােদর দশিমক
number systemএ পিরবতǮন করেত পাির। আমরা ডান ǯথেক iতম ʊান এ যাব এবং ǯসখােন থাকা
অংকেক basei িদেয় ʝন কের সবʝিল ǯযাগ করেলই আমরা দশিমক পȼিতেত সংখǫািট ǯপেয় যাব।

িকʞ আমরা যিদ ǯকান একিট দশিমক সংখǫােক অɏআেরকিট number system এ পিরবতǮন
করেত চাই? ধরা যাক আমরা b base এ পিরবতǮন করেত চাই। তাহেল অবɹই আমােদর সংখǫাটা
হেব এরকমঃ an × bn + . . . + a1 × b1 + a0 × b0 আমরা যিদ এই সংখǫা ǯক b Ȼারা ভাগ কির
তাহেল ভাগেশষ হেব a0 এবং ভাগ করার ফেল সব power ʝিল িকʞ 1 কের কেম ǯগেছ, ʠতরাং এর
পের আবােরা b Ȼারা ভাগ করেল ভাগেশষ হেব a1 এভােব এেক এেক আমরা ডান ǯথেক বােমর সব
সংখǫা ǯপেয় যাব।

৩.৪.২ BigInteger
অেনক সময় ǯদখা যায়আমােদর ɔবেলম এmod করেত বলা হয় না, আবারআমােদর উȳরটাও ǯবশ
বড় হয়। ǯসেǹেȴ আমােদর BigInteger বǫবহার করেত হয়। যারা Java জােনা তােদর জɏ এটা
একটা advantageকারণ Java ǯতBigInteger নােমএকিট libraryআেছ। িকʞ মােঝ মােঝএিট
ǯবশ Slow হওয়ায় ǯদখা যায় TLE ǯখেত হয়।আমরা িকʞ খুব সহেজই C ǯত িনেজেদর BigInteger
এর িহসাব িনকােশর জɏ function িলেখ ǯফলেত পাির। ǯযাগ িবেয়াগ ও ʝন ǯবশ সহজ। ভাগ একটু
কিঠন। ǯখয়াল করেল ǯদখেব ǯয, আমরা ǯযাগ িবেয়াগ বা ʝন সব সময় ডান িদক ǯথেক কির, এবং এই
সময় ǯযই ʣইিট সংখǫা িনেয় িহসাব করিছ তােদর ǯক ডান িদেক একই বরাবর রাখা হয়, আমরা িকʞ
বাম িদেক একই বরাবর রািখ না, রাখেল ভুল হেব। িকʞ আমরা যখন কিɢউটাের array এর িচɂা
করিছ তখন আমরা কɰনা কির বাম িদক ǯথেক। এটা অেনক সময় সমʓা হয়। ǯযমন মেন করা যাক
আমরা 100 digit এর একিট সংখǫার সােথ 50 digit এর একিট সংখǫা ǯযাগ করব। এখন এই ʣইিট
সংখǫা যখন string আকাের input িনব তখন এটা বাম িদেক align হেয় থােক। এই অবʊায় ǯকান
িহসাব করা ǯবশকিঠন। এজɏযা করা উিচততাহল, সংখǫােক উলিটেয় ǯনয়া, এেতকের সখǫার একক
এর অংক সবসময় আমােদর বােম থােক, আর ǯযেহতু আমরা কিɢউটাের সংখǫােক বাম align কের
িচɂা করিছ ǯসেহতু আর ǯকান সমʓা হেব না।আমরা এখন বাম িদক ǯথেক ডান িদেক যাবআর িহসাব
করব। এসময়আরও একিট ʝʡȮপূণǮ িজিনস ǯখয়াল রাখেল ভােলা হয় ǯয, আমরা ǯযেহতু জািন না ǯয
আমােদর উȳরটা কত ʝিল digit হেব ǯসেহতু আমােদর result রাখার array ǯক 0 Ȼারা initialize
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কের িনেত হেব। এেত কের ǯযাগ িবেয়াগ বা ʝন করেত ǯকান সমʓা হেব না। এখন কথা হল ǯকমেন
ǯযাগ িবেয়াগ ʝন করব? খুবই ǯসাজা, তুিম ǯযভােব কর ǯসভােব। তুিম িনেজ একটু ǯভেব ǯদখ ǯকমেন
ǯযাগ িবেয়াগ কর? তুিম ǯযাগ করার পর ǯযাগফল 10 বা এর বড় হেল হােত িকছু একটা থােক, ǯসটা
িগেয় পেরর ঘেরর সােথ ǯযাগ কর এভােব চলেত থােক। আবার িবেয়াগ এর সময় তুিম িকছু ধার নাও
ǯযটা পের িগেয় আবার ǯশাধ কের দাও। িঠক এই িজিনসʝিলই ǯতামােদর লিজেকর মাধǫেম িলখেত
হেব। ʝেনর ǯǹেȴ ǯতামােদর একটু ঝােমলা মেন হেত পাের। ǯতামরা একটু িচɂা কের ǯদখ আমরা ǯয
ʝন কের সȉǫাʝিল পর পর িলিখ এর পর ǯযাগ কির তা না কের, যিদ ʝন করেত করেত ǯযাগ কির?
এটা আমােদর হােত হােত করেত ǯবশ কɾ হেব, িকʞ কিɢউটাের এই ǯɔাȅাম িলখা ǯবশ সহজ হেব।

৩.৪.৩ Cycle Finding Algorithm

UVa 11036 ɔবেলমটা ǯদখেত ǯবশ কিঠন হেলও এর idea টা িকʞ খুব সহজ। একটা x এর ফাং-
শন ǯদয়া থাকেব ǯযমন ধরা যাক, f(x) = x ∗ (x + 1)mod11, এখন একিট n এর মােনর জɏ
f(n), f(f(n)), f(f(f(n))) . . . এই ধারার period ǯবর করেত হেব। অথǮাৎ কত length বার
বার repeat হেব। ǯযমনযিদn = 1 হয়তাহেলএইধারার মানʝিল হেবঃ 2, 6, 9, 2, 6, 9, 2, 6, 9 . . .
এখােন িতনিট সংখǫা বার বার পুনরাবৃিȳ করেছ, ʠতরাং এখােন period হেব 3. একটু িচɂা করেল ǯদ-
খেব ǯয এখােন আসেল কখনও যিদআেগর একিট সংখǫা আেস, তাহেল এর পেরর সংখǫা ʝিলআেগর
মতআসেত থাকেব। ǯযমন উপেরর ধারায় চতুথǮ পেদ 2 চেলএেসেছ যা ɔথম পেদর সমান, ʠতরাং এর
পțম পদ হেব িȻতীয় পেদর সমান এবং এভােব পর পর একই সংখǫা আসেত থাকেব।আমােদরআস-
ǯল ǯবর করেত হেব ɔথম repeatation কখন হেব। এই িজিনসটা একটা array ǯরেখ খুব সহেজই
করা যায়। আমােদর একিট একিট কের মান ǯবর করব আর array ǯত ǯদখব ǯয এই িজিনসটা আেগ
এেসিছল িকনা। যিদ না আেস তাহেল আমরা পরবতǮীর জɏ array ǯত িলেখ রাখব ǯয এই সংখǫাটা
ধারার অমুক position এএেসিছল।আর যিদআেগই এেস থােক তাহেল, আেগ ǯকান জায়গায় এেস-
িছল তা আমরা array ǯথেকই ǯদখেত পারব, আর এখন ǯকান পেদ আসলাম তাও আমরা জািন। এই
ʣই ǯথেকআমরা এর period ǯবর কের ǯফলেত পাির। িকʞ এভােব array বǫবহার কের করেত ǯগেল
আমােদর memory complexity দঁাড়ায় O

(
n
)
যিদও আমােদর time complexity ও O

(
n
)

বাআরও ʠিনিদǮɾ ভােব বলেত ǯগেল, O
(
λ+µ

)
ǯযখােন µ = ʤʡ ǯথেক cycle এর ʤʡ পযǮɂ ʣরȮ

এবং λ = cycle এর length. আমরা চাইেল memory complexity কিমেয় O
(
1
)
এ নামা-

ǯত পাির এবং ǯসেǹেȴও আমােদর time complexity একই থাকেব। এই method ǯক বলা হয়
Floyd's Cycle Finding Algorithm.

এই algorithm টা ǯবশ মজার। ধারার ʤʡেত একিট খরেগাশ আর একিট কȏপ রাখেত হেব।
এর পর ɔিত ধােপ খরেগাশ ʣই ধাপ আর কȏপ এক ধাপ কের যােব। এক সময় না এক সময় ʣজেন
িমিলত হেবই। এখন খরেগাশেক ঐ জায়গােত ǯরেখই কȏপ ǯক একধাপ এক ধাপ কের আগােত হেব
যতǹণ না ǯস আবার খরেগাশ এর জায়গায় ǯফরত আেস। যত ধােপ ǯস ǯফরত আেস ǯসটাই হল
period বা λ. এবার কȏপ ǯক ঐ জায়গা ǯত ǯরেখ খরেগাশ ǯক আবার ʤʡেত িনেয় যাও তেব এবার
খরেগাশ আর কȏপ ʣজনই একধাপ একধাপ কের আগােব যতǹণ না একȴ হয়। এটা খুব সহেজই
ɔমাণ করা যায় ǯয ǯয কয় ধােপ িমিলত হল ǯসটাই µ.

৫১
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অধǫায় ৪

Sorting ও Searching

৪.১ Sorting

Sort করার অথǮ হল একিট িনিদǮɾ Ǹেম সাজােনা। আমরা ধর পরীǹার খাতা 1 ǯরাল হেত 60 ǯরাল
পযǮɂ যিদ সাজাই তাহেল এটােক sorting বেল। ɔায়ইআমােদর িবিভɈ সংখǫা sort করার ɔেয়াজন
হয়। ʤধু সংখǫা নয়, string, co-ordinate এরকম নানা িকছু sort করেত হেত পাের। আমরা এই
ǯসকশেন িকছু sorting algorithm ǯদখব।

৪.১.১ Insertion Sort

সাধারনতআমরা real life এএই ভােব sorting কের থািক। মেন করআমােদর কােছ 60জেনর খা-
তা আেছ।আমরা একটা কের খাতা ǯনই, আর sorted খাতা ʝিলর মােঝ এই খাতােক সিঠক জায়গায়
রািখ। আবার নতুন খাতা িনব আর িঠক কের রাখা খাতা ʝিলর মােঝ এই নতুন খাতােক িঠক জায়গায়
রাখব। এভােব সবʝিল খাতােক রাখা ǯশষ হেলই আমােদর sorting ও ǯশষ হেয় যােব। এখন যিদ
implementationএরকথা িচɂা কর তাহেল মেন হেব এভােব একটা একটা কের খাতা ঢুকােনা মেন
হয় কিঠন কাজ। িকʞ ওত কিঠন না। মেন কর ǯতামার 1 . . . i − 1 খাতা ʝিল sorted আেছ, তুিম i
তম খাতা ঢুকােব, তুিম ɔথেম ǯদখ i − 1 এর খাতাটা িক ǯতামার ǯথেক ǯছাট? তাহেল ǯযখােন আেছ
ǯসখােনই ǯতামার খাতার position আর যিদ না হয় তাহেল i− 1 এ থাকা খাতােক i এ আেনা আর
এবার i− 2 এর সােথ ǯচক কর। এভােব এেক এেক ǯচক করেত থাক। একটা উদাহরন ǯটিবল ৪.১ এ
ǯদয়া হল।

এর ǯকাড টাও িকʞ ǯবশ ǯছাট। িকʞ ǯকাড করেত ǯসাজা হেলও এই algorithm এর time
complexityO

(
n2
)
. আমরা পের ǯদখবএর ǯথেকওঅেনকʲতsortingকরা সɥব। Insertion

Sort এর ǯɔাȅাম ǯকাড ৪.1 এ ǯদয়া হলঃ

Listing ৪.1 : insertion sort.cpp

1 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++)
2 {
3 x = num [ i ] ;
4 f o r ( j = i − 1 ; j >= 1 ; j−−)
5 i f ( num [ j ] > x )
6 num [ j + 1] = num [ j ] ;
7
8 num [ j + 1] = x ;
9 }
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সারনী ৪.১: Insertion Sort এর simulation

5, 8, 6, 1, 7, 9
5, 8, 6, 1, 7, 9
5, 8, 6, 1, 7, 9
5, 6,8, 1, 7, 9

5, 6, 8, 1, 7, 9
5, 6, 1,8, 7, 9

5, 1,6, 8, 7, 9

1,5, 6, 8, 7, 9

1, 5, 6, 8, 7, 9
1, 5, 6, 7,8, 9

1, 5, 6, 7, 8, 9
1, 5, 6, 7, 8, 9

৪.১.২ Bubble Sort

O
(
n2
)
এ ǯযসকল sorting algorithm আেছ তােদর মােঝ Insertion Sort আমার সবেচেয়

সহজ মেন হেলও ǯকান কারেণ অɏরা bubble sort ǯক সহজ মেন কের থােক। এই algorithm
টাও ǯবশ মজার। তুিম ɔথম ǯথেক ǯশষ পযǮɂ ʣিট ʣিট কের সংখǫা িনেত থােকা। যিদ ǯদখ আেগরটা
পেররটা ǯথেক বড় তাহেল swap কর। এই কাজ n বার কর। এই algorithm টা িকʞ O

(
n2
)
সময়

লাগেব। কারণ ɔথম বার যখন তুিম বাম ǯথেক ডােন যােব তখন সবেচেয় বড়টা অবɹই একদম ডান
মাথায় িগেয় ǯপঁৗছােব। পেরর বাের িȻতীয় বড়টা িঠক জায়গায় যােব, এরকম ɔিতবাের একিট একিট
কের সংখǫা সিঠক ʊােন যােব। তাই n বার এই কাজ করেল সব সংখǫা সিঠক জায়গায় চেল যােব।
এই ǯɔাȅােমর ǯকাড ৪.2 এ ǯদয়া হল। ǯতামরা চাইেল এই ǯকােড িকছু optimization করেত পার।
ǯযমন, এমন হেত পাের ǯয n বার এর আেগই array টা sorted হেয় ǯগেছ ǯসই ǯǹেȴ তুিম আেগই
loop ǯথেক ǯবর হেয় ǯযেত পার। আবার ɔিতবার ǯতামার সকল pair ǯচক করার দরকার নাই িকʞ।
কারণ i বার চলেল তুিম জােনা ǯয ǯশষ i টা সংখǫা িঠক জায়গায় চেল িগেয়েছ। তুিম এভােব িকছু
optimization করেত পার। িকʞ যতই optimization কর না ǯকন এই algorithm এর worst
case এ O

(
n2
)
সময়ই লাগেব। ǯতামরা িক ǯসই worst case টা ǯবর করেত পারেব? ১

Listing ৪.2 : bubble sort.cpp

1 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++)
2 {
3 f o r ( j = 1 ; j < n ; j ++)
4 i f ( num [ j + 1] > num [ j ] )
5 {
6 temp = num [ j ] ;
7 num [ j ] = num [ j + 1 ] ;
8 num [ j + 1] = temp ;
9 }
10 }

১উȳর টা হল যিদ array টা ɔথেমই বড় ǯথেক ǯছাটেত সাজােনা থােক তাহেল ǯতামার O
(
n2

)
সময় লাগেবই।
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৪.১.৩ Merge Sort

এই algorithm টা ǯবশ মজার। এর সােথও আমােদর practical life এর িকছু িমল আেছ। আবার
আমরা ǯসই খাতা sorting এ িফের যাই। মেন কর ǯতামার কােছ 60টা খাতা আেছ। তুিম এই খাতা
ǯক ʣইভাগ কের ʣজন ǯক িদেয় িদেল। তারা তােদর ʣইভাগ sort কের ǯতামােক িদল। এখন তুিম
ঐ ʣইটা sorted খাতার িভতের না ǯদেখ ʤধু উপের ǯদখেব, যারটা ǯছাট তুিম ǯসই ভাগ ǯথেক খাতা
িনেব এভােব তুিম ǯছাট ǯথেক বড় সািজেয় ǯফলেব। খুবই ǯসাজা তাই না? এখন ঘটনাটায় আেরকটু
ǯপঁচ লাগেব, তাই আগােনার আেগ আিম যা বললাম তা ভােলা কের কɰনা কের নাও। এখন ɔɶ হল
তুিম ǯযই ʣইজন ǯক িদেল তারা ǯকমেন sort করেব? উȳরটা হল আবােরা ʣই ভাগ কের। অথǮাৎ
তুিম ǯযভােব ʣই জনেক ভাগ কের িদেয়ছ, তারাও আবার ʣইভাগ কের ʣই জন ǯক িদেব এবং তােদর
কাছ ǯথেক পাবার পর তারা ওটােক সািজেয় ǯতামােক িদেব। এবং এভােবই চলেত থাকেব। এই কাজ
করেত হেব recursive function এর মাধǫেম। এই function ǯক তুিম যিদ একটা array দাও
ǯস এেক ʣই ভাগ করেব এবং আবার এই function ǯক call কের তােদর মাধǫেম ঐ ʣই ভাগ sort
কের আনেব। এরপর এেদর ǯক merge কের পুেরা sorted ফলাফল ǯক ǯস return করেব। এই
merge sort এর ǯɔাȅামটা ǯকাড ৪.3 এ ǯদয়া হল। ǯখয়াল কর ǯয, mergesort ফাংশনিট ʣইিট
variable ǯক parameter িহসােব ǯনয়, lo এবং hi. এই ʣই variable মূল array এর ʣই মাথা
িনেদǮশ কের। এই ফাংশন এর কাজ হল এই ʣই মাথার মােঝর অংশটু˄ sort করা।

Listing ৪.3 : merge sort.cpp

1 i n t num [100000 ] , temp [ 1 0 0 0 0 0 ] ;
2
3 / / c a l l m e r g e s o r t ( a , b ) i s you wan t t o s o r t num [ a . . . b ]
4 vo i d m e r g e s o r t ( i n t lo , i n t h i )
5 {
6 i f ( l o == h i ) r e t u r n ;
7 i n t mid = ( l o + h i ) / 2 ;
8
9 m e r g e s o r t ( lo , mid ) ;
10 m e r g e s o r t ( mid + 1 , h i ) ;
11
12 i n t i , j , k ;
13 f o r ( i = lo , j = mid + 1 , k = l o ; k <= h i ; k ++)
14 {
15 i f ( i == mid + 1) temp [ k ] =

num [ j ++ ] ;
16 e l s e i f ( j == h i + 1) temp [ k ] = num [ i ++ ] ;
17 e l s e i f ( num [ i ] < num [ j ] ) temp [ k ] = num [ i ++ ] ;
18 e l s e temp

[ k ] = num [ j ++ ] ;
19 }
20
21 f o r ( k = l o ; k <= h i ; k ++) num [ k ] = temp [ k ] ;
22 }

এইকাজ করার জɏ ǯস এইঅংশ ǯক ʣই ভােগ ভাগ কের এবংআবারmergesort ফাংশন call
কের। যখন ǯস call করা ফাংশন ǯথেক ǯফরত আেস তখন তার কাজ হল ঐ ʣই অংশ merge করা।
ǯস ঐ ʣই অংেশর ʤʡ ǯথেক ǯদখা ʤʡ কের। ǯযটা ǯছাট ǯসটােক temp নােমর array ǯত িনেয় রােখ,
এভােব এেক এেক সব সংখǫােক temp নােমর array ǯত সািজেয় রােখ। সবেশেষ temp array
এর সব সংখǫা মূল array ǯত কিপ কের ǯদয়। ফেল মূল array এর ঐ অংশটু˄ sorted হেয় যায়।
আর base case টা িক হেব আসা কির বুঝেত পারছ।

এখন ɔɶ হল এই algorithm এর time complexity কত? ধরা যাক, আমােদর n সাইজ
এর একিট array ǯক sort করেত বলা হেয়েছ আর এর জɏআমােদর সময় লােগ T (n). আমােদর
এই ফাংশন ɔথেমই n িট িজিনসেক সমান ʣইভােগ ভাগ কের এবং তােদর উপর এই algorithm
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চালায়। ʠতরাং এই ʣই ভাগ এর জɏ আমােদর সময় লাগেব 2T (n2 ). এখন আসা যাক আমােদর
merge অংেশ। আমােদর এক ভােগ আেছ n/2িট সংখǫা অɏভােগও আেছ n/2 িট সংখǫা। আমরা
ɔিতবার এই ʣইভােগর ʤধু মাথার সংখǫা ǯচক কের ǯদিখআর ǯযিট কম তােক tempএ ǯনই। এভােব
চলেত থােক। এই কাজটা িকʞ n বার হেব কারণ ɔিতবার আমরা একটা কের সংখǫা সরািȏ। যিদ n
বার সরাই তাহেল সব সংখǫা সের যােব। এই n বার ʤধু আমরা ǯদিখ ǯয ǯকানটা ǯছাট। ʠতরাং এই
পুেরা কাজটার জɏআমােদর লােগ O

(
n
)
সময়। অথǮাৎ,

T (n) = 2T (
n

2
) + n

= 2[2T (
n

4
) +

n

2
] + n

= 4T (
n

4
) + 2n

= 8T (
n

8
) + 3n

≈ 2lognT (
n

n
) + n logn

≈ nT (1) + n logn
≈ n logn

অথǮাৎ এই পȼিতেত আমােদর time complexity হল O
(
n logn

)
.

৪.১.৪ Counting Sort
ǯতামরা হয়েতাঅেনেকইʤেনথাকেব ǯয, sortingএরজɏO

(
n logn

)
এর ǯথেকভােলা algortihm

সɥব না এবং এই কথা সিতǫ। িকʞ ǯতামরা ǯযসব সংখǫা sort করেব ǯসসব যিদ non negative
integer হয়এবংএেদরসবেচেয় বড়সংখǫা যিদN হয়তাহেল counting sortএর timecomplexity
হেব O

(
N
)
. এই algorithm িট ǯবশ সহজ। ǯতামােক একিট auxiliary array িনেত হেব। ǯতা-

মােক ǯযসব সংখǫা িদেব তােদর count এই auxiliary array ǯত এক বাড়ােত হেব। এরপর তুিম ঐ
array এর 1 হেতN পযǮɂ একটা loop চালাবা আর ǯদখেব i তম সংখǫা কত ʝিল আেছ। ততʝিল i
তুিম output array ǯত রাখেব। তাহেল এই output array ǯত ǯতামােক ǯদয়া সব সংখǫা sorted
আকাের পাওয়া যােব।

৪.১.৫ STL এর sort
আমােদর জীবনেক সহজ করার জɏ লাইেɝরী ফাংশন িহসােব sort নােম একিট ফাংশন িদেয় ǯদয়া
হেয়েছ। এই ফাংশন বǫবহার করেত হেল আমােদর STL এর algorithm নামক header file ǯক
include করেত হেব। এখন আমরা যিদ num নামক array এর 0 হেত n − 1 পযǮɂ sort করেত
চাই, তাহেলআমােদর িলখেত হেবঃ sort(num, num+n). আমরা যিদ 1 হেত nপযǮɂ sort করেত
চাই তাহেল আমােদর িলখেত হেবঃ sort(num + 1, num + n + 1). অথǮাৎ আমরা যিদ a হেত b
পযǮɂ sort করেত চাই তাহেলআমােদর িলখেত হেবঃ sort(num + a, num+ b + 1). এসব ǯǹেȴ
িকʞ সবসময় ǯছাট হেত বড় ǯত sort হেব। যিদ আমরা ǯকান একিট vector V ǯক sort করেত চাই
তাহেল আমােদর িলখেত হেব, sort(V.begin(), V.end()).

এবার একটু কিঠন কাজ করা যাক। মেন করআমােদর 2 dimension এ িকছু point ǯদয়া হল।
এসব point এর x ও y co-ordinate আমােদর ǯদয়া আেছ। আমােদর এমন ভােব সাজােত হেব
ǯযন যােদর x ǯছাট তারা আেগ থােক, যিদ ǯকান ʣইিট িবʯর x সমান হয় তাহেল ǯযন যার y ǯছাট ǯস
আেগ থােক।আমরা এই point এর x ও y সংরǹেনর জɏএকিট structure বǫবহার করব। অথǮাৎ
আমােদর কােছ ǯকান একিট structure এর array আেছ, আমােদর ǯক এই িজিনস sort করেত
হেব। মেন কর আমােদর structure টার নাম Point এবং array টার নাম point. এখন তুিম যিদ
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ʤধু sort(point, point + n) িলখ তাহেল িকʞ হেব না। কারণ ʣইিট Point এর মােঝ ǯকানিট ǯছাট
তা িকʞ কিɢউটার এমিন এমিন বুঝেব না। তােক বেল িদেত িক িক শতǮ মানেলআমরা বলেত পাির ǯয
একিট Point আেরকিট Point এর ǯথেক ǯছাট। এ জɏ আমােদর একিট ফাংশন িলখেত হেব, ধরা
যাক এই ফাংশন এর নাম cmp. এই ফাংশেনর কাজ হল তােক যিদ ʣইিট Point ǯদয়া হয়, যিদ ɔথম
Point িȻতীয় Point এর ǯথেক ǯছাট হয় তাহেল এই ফাংশন true return করেব আর যিদ বড় বা
সমান হয় তাহেল false return করেব। এখােন খুব ভাল কের ǯখয়াল রাখেত হেব ǯয, ǯকান Ǹেমই
ǯযন, cmp ফাংশন cmp(A, B) ও cmp(B, A) উভয় ǯǹেȴই true না ǯদয়। আমরা ǯকাড ৪.4 এর
মত কের এই ফাংশনটা িলখেত পাির।

Listing ৪.4 : cmp.cpp

1 boo l cmp ( P o i n t A , P o i n t B)
2 {
3 i f (A . x < B . x ) r e t u r n 1 ;
4 i f (A . x > B . x ) r e t u r n 0 ;
5
6 i f (A . y < B . y ) r e t u r n 1 ;
7 i f (A . y > B . y ) r e t u r n 0 ;
8
9 r e t u r n 0 ;
10 }

এই ফাংশনেক চাইেল আমরা আরও সংেǹেপ ǯকাড ?? এর মত কেরও িলখেত পাির।

Listing ৪.5 : improved cmp.cpp

1 boo l cmp ( P o i n t A , P o i n t B)
2 {
3 i f (A . x != B . x ) r e t u r n A . x < B . x ;
4 r e t u r n A . y < B . y ;
5 }

এরকম ফাংশেনর উপিʊিতেত ǯতামােক sort করার জɏ িলখেত হেবঃ sort(point, point +
n, cmp). অপােরটর overload কেরও এই কাজ করা যায়। তেব সমʓা হল, একবারই অপােরটর
overload করা যায়। ʠতরাং তুিম যিদ একই ধরেনর িজিনসেক যিদ িবিভɈ ভােব sort করেত চাও
তা সɥব হেব না। ǯকাড ৪.6 এ অপােরটর overload ǯকমেন করেত হয় তা ǯদখােনা হল। এই ǯǹেȴ
তুিম sort(point, point + n) িলখেলই হেব।

Listing ৪.6 : operator overload.cpp

1 s t r u c t P o i n t
2 {
3 i n t x , y ;
4 } p o i n t [ 1 0 0 ] ;
5
6 boo l o p e r a t o r <( P o i n t A , P o i n t B)
7 {
8 i f (A . x != B . x ) r e t u r n A . x < B . x ;
9 r e t u r n A . y < B . y ;
10 }

একটু িচɂা কের ǯদখত একটা integer এর array ǯক যিদ বড় ǯথেক ǯছাট আকাের সাজােত
চাইেল িক করেব? ১

১একিট ফাংশন declare কের করেত পার। অথবা চাইেল functional ǯহডার ফাইল বǫবহার কেরও করেত পারঃ
sort(num, num + n, greater<int>).
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অেনেক string sort করা িনেয় ǯবশ ঝােমলায় পের, িকʞ STL এর string আমােদর জীবনেক
অেনক সহজ কের িদেয়েছ। ǯকাড ৪.7 এ আমরা িকছু string ইনপুট িনেয় তা sort করা ǯদখালাম।

Listing ৪.7 : string sort.cpp

1 # i n c l u d e<s t d i o . h>
2 # i n c l u d e<s t r i n g>
3 # i n c l u d e<a l g o r i t hm>
4 # i n c l u d e<v e c t o r>
5 u s i n g namespace s t d ;
6
7 i n t main ( )
8 {
9 i n t n , i ;
10 c h a r s [ 1 0 0 ] ;
11 v e c t o r<s t r i n g> V;
12
13 s c a n f ( "%d " , &n ) ;
14 f o r ( i = 0 ; i < n ; i ++)
15 {
16 s c a n f ( "%s " , s ) ;
17 V . p u s h b a c k ( s ) ;
18 }
19
20 s o r t (V . b e g i n ( ) , V . end ( ) ) ;
21
22 r e t u r n 0 ;
23 }

৪.২ Binary Search
ধর তুিম একটা Game Show ǯতআছ। ǯতামার সামেন ǯমাট 100িট বাǴ। এখন ɔিতিট বােǴ একিট
কের সংখǫা থাকেব। তেব ɔথম বােǴর সংখǫা িȻতীয় বােǴর সংখǫার ǯথেক ǯছাট, িȻতীয় বােǴর সংখǫা
তৃতীয় বােǴর সংখǫার ǯথেক ǯছাট এরকমকেরআেগর বােǴর িভতের থাকা সংখǫা পেরর বােǴর ǯথেক
সবসময় ǯছাট হেব।এখন ǯতামােক ǯবরকরেত হেব ǯকান বােǴ 1986আেছ।এজɏতুিমএকিটএকিট
কের সব বাǴ খুেল ǯদখেত পার ǯয ǯকান বােǴ 1986আেছ িকʞ এেǹেȴ ǯতামােক অেনক বাǴ খুলেত
হেব, ǯতামার সময়ও ǯবিশ লাগেব। িকʞ তুিম যিদ একটু বুিȼ খাটাও তাহেল হয়েতা সব বাǴ না খুেলও
ǯবর করেত পার ǯয কই 1986আেছ। তুিম িঠক মােঝর বাǴটা খুল। যিদ ǯদখ এটাই 1986 তাহেল ǯতা
হেয়ই ǯগল। আর যিদ ǯদখ এখােন 1986 এর ǯথেক বড় সংখǫা আেছ তার মােন ǯতামার সংখǫা বােমর
অেধǮক এ আেছ আর নাহেল ডােনর অেধǮেক আেছ। ǯখয়াল কর, তুিম এক ধাǱায় 100 বাǴ ǯথেক 50
বাǴ ǯক িকʞ বাদ িদেয় ǯফলেত পারেতস। একই ভােব তুিম এই বািক অেধǮক ǯকও িকʞ অেধǮক কের
ǯফলেত পারেব। এরকম করেত করেত তুিম এক সময় 1986 খুব কম বাǴ খুেলই ǯবর কের ǯফলেত
পারেব। তুিম িক ǯবর করেত পারেব ǯতামার কত ʝিল বাǴ খুলেত হেব? ১ এভােব খুঁজার method
ǯক আমরা binary search বেল থািক। অেনক সময় এিট bisection method নােমও পিরিচত।

আরও একিট উদাহরন ǯদয়া যাক, মেন কর একিট array ǯত ʤধু 0 ও 1আেছ। সব 0 সব 1 এর
আেগ থাকেব। ǯতামােক ɔথম 1 খুঁেজ ǯবর করেত হেব। এটাও িকʞ binary search িদেয় করেত
পার। তুিম মধǫ খােন িগেয় ǯদখেব এটা 0 নািক 1, যিদ 0 হয় তাহেল ǯতা এর ডােন থাকেব ǯতামার
কািȉত জায়গা, আর যিদ 1 হয় তাহেল এটা সহ বােম থাকেত পাের। এভােব তুিম খুজেত থাকেব।

Binary Search বǫবহার কের িকছু অȸুদ সমʓাও সমাধান করা যায়। অȸুদ বললাম এইকারেণ
ǯয, ɔবেলম ǯদেখ হয়েতা কখনই মেন হেব না ǯয এখােন binary search বǫবহার করা যায়, িকʞ
যায়! ǯযমন ৪.১ নং িচেȴ একটা w ɔেʊর রাʉার ʣিদেক ʣইিট দালান আেছ। এখন রাʉার এক মাথায়

১উȳর িকʞ মাȴ 7িট বাǴ :)
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একটা মই ǯরেখ অপর মাথা রাʉার অɏপােরর দালােনর মাথায় রাখা হল, একই ভােব রাʉার অɏপাশ
ǯথেকও আেরকিট মই রাখা হল। মই ʣিটর ǰদঘǮǫ a ও b. মই ʣিট রাʉা ǯথেক c উȎতায় ǯছদ কের।
a, b এবং c এর মান ǯদয়া আেছ, w =?.

c

w

a

b

নকশা ৪.১: c = ?

ǯতামরা যিদ এখােন িবিভɈ ʠȴ খাটাও ǯদখেব খুব একটা সহেজ ǯকান ফমুǮলা পােব না w িনণǮেয়র
জɏ। িকʞ একটু অɏ ভােব িচɂা কর। তুিম যিদ w এর মান জােনা তাহেল িক তুিম c এর মান ǯবর
করেত পারেব? ǯযেহতু রাʉার ɔʊ ǯদয়া আেছআরআমরা মই এর ǰদঘǮǫ ও জািন ǯসেহতু আমরা ɔথেম
দালান ʣইিটর উȎতা ǯবর কির (িপথােগারাস এর উপপাদǫ বǫবহার কের)। ধরা যাক উȎতা ʣইিট হল
p ও q. এখন ǯতামরা যিদ সদৃশেকানী িȴভুেজর ʠȴ খািটেয় আমরা ǯদখােত পাির, c = 1

1
p+

1
q

. অথǮাৎ

আমরা যিদ w এর মান জািন তাহেল c এর মান ǯবর কের ǯফলেত পাির। িকʞ উেɫাটা িকʞ কিঠন।
ধরা যাক আমােদর ǯদয়া c এর মােনর জɏ উȳরটা হেব w′. যিদ তুিম w এর মান িহসােব w′ এর
ǯথেক বড় মান guess কর তাহেল, c এর মান ɔদȳ মােনর ǯথেক কম পােব, আবার উেɫা ভােব যিদ
তুিম w এর মান িহসােব w′ এর ǯথেক ǯছাট মান guess কর তাহেল c এর মান ɔদȳ মােনর ǯথেক
বড় পােব। ǯকবল w এর মান w′ হেলই সিঠক িদেব। ʠতরাং ǯতামরা w এর মােনর উপর binary
search চালােব আর ǯদখেব c এর মান ɔদȳ মােনর ǯথেক বড় না ǯছাট ǯসই অʟসাের w এর মােনর
range ও পিরবতǮন করেব।

৪.৩ Backtracking
Backtracking ǯকান algorithm নয়, এিট একিট সাধারণ সিƼভং method. আমরা যা সাধারণ
ভােব বুেঝ থািক তাই ǯকাড করাটাই হল Backtracking. িকছু উদাহরন িদেল িজিনসটা পিরʆার
হেব।

৪.৩.১ Permutation Generate
মেন কর ǯতামােক বলা হল 1 হেত n এর সকল permutation িɔƴট কর। ǯযমন n = 3 হেল
ǯতামােক (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2) এবং (3, 2, 1) িɔƴট করেত হেব। এখন
এই কাজ ʤধু মাȴ for-loop িদেয় করা কিঠন। ǯখয়াল কর, আমােদর n িকʞ কত ǯসটা ʤʡেত বেল
ǯদয়া নায়। হয়েতা বলা থাকেব ǯয, n ≤ 10. যিদ বলত ǯয n = 3 বা n = 4 তাহেল হয়েতা আমরা
3, 4িট nested loop িলেখ কাজটা করতাম, িকʞ যখন n বড় হেয় যায় তখন এত বড় িজিনস িলখা
আমােদর জɏ কɾকর ǯযমন ǯতমিন ɔিতিট n এর জɏআমােদর আলাদা আলাদা কের হয়েতা ǯকাড
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িলখেত হেব। ʤধু loop িদেয় করা এেকবাের অসɥব না িকʞআমরা ǯযভােব িচɂা করেত অভǫʉ তােত
কের ʤধু loop বǫবহার কেরআমােদরজɏএইকাজকরা কিঠন হেয় দঁাড়ায়। িচɂা কের ǯদখ ǯতামােক
হােত হােত যিদ এই কাজ করেত ǯদয়া হয় তুিম ǯকমেন করেব?

যিদ তুিম ǯকান systematically না কের এেক এেক িলখেত থােকা িনেজর ইȏা মত তাহেল n

এর মান বড় হেল এক সময় ǯদখেব ǯযআর িক িক বািকআেছ তা ǯবর করা ǯবশ কিঠন কাজ হেয় যােব।
এখন systematic উপায়টা িক? মেন কর n = 3 এর জɏ তুিম যা করেব তা হল, তুিম ǯদখেব ǯকান
ǯকান সংখǫা এখেনা বসােনা হয় নাই, এেদর মােঝ সবেচেয় ǯছাটটা (1) িনেয় ɔথম জায়গায় বসাবা।
এখন বািক সংখǫাʝিল ǯথেক ǯযিট ǯছাট (2) ǯসিট িȻতীয় ঘের বসাবা। একই ভােব তৃতীয় ঘেরও বসাও
(3). আমরা (1, 2, 3) ǯপেয় ǯগলাম। এখন এর immediate আেগ যা বিসেয়ছ তা মুেছ ǯফল, অথǮাৎ
এরআেগ ǯযআমরা 3 বিসেয় িছলাম তা সরাও।এখন ǯদখ next ǯকান সংখǫা এখেনা বসােনা হয় নাই।
আসেল এই ǯǹেȴ 3 এর পর আর ǯকান সংখǫা বািক ǯনই, তাহেল এর আেগ ǯযই সংখǫা বিসেয়িছেল
তা মুেছা অথǮাৎ আমােদরেক 2 মুছেত হেব। একই ভােবআমরা ǯদখব 2এর পর ǯকান সংখǫাটা এখেনা
বসােনা হয় নাই (3) তােক বিসেয় পেরর ঘের (তৃতীয় ঘের) যাও। এখন ǯদখ ǯকান সবেচেয় ǯছাট
সংখǫা এখেনা বসােনা হয় নাই (2) তােক বসাও। আমরা ǯশষ ɔােɂ চেল এেসিছ এবং আরও একিট
permutation (1, 3, 2) আমরা ǯপেয় ǯগলাম। এবার আমরা আবার immediate আেগর সংখǫা
মুেছ ǯফিল (2). এেǹেȴ আর বসােনার মত ǯকান সংখǫা বািক ǯনই, ʠতরাং আরও একধাপ আেগ চেল
যাই আর 3 ǯক মুেছ ǯফিল। এখন 3 এর ǯথেক বড় ǯকান সȉǫাও বািক ǯনই ʠতরাং আরও এক ধাপ
িপেছ িগেয় 1ǯক মুেছ next বড় সংখǫা 2 বসাই। িȻতীয় ঘের এেস সবেচেয় ǯছাট সংখǫা 1 বসাই ও
তৃতীয় ঘের এেস 3 বিসেয় আমরা (2, 1, 3) পােবা। এভােব আমরা যিদ করেত থািক এেক এেক বািক
সব permutation ও ǯপেয় যাব।

এখন এটা হােত কর যতখািন সহজ কাজ ǯকােড করা ওত সহজ নাও মেন হেত পাের। ɔথেম
ǯখয়াল কর আমরা ɔথেম ɔথম ঘের সংখǫা বসাব এর পর িȻতীয় ঘের এর পর তৃতীয় ঘের এরকম
কের। ʠতরাং ǯতামরা ভাবেত পার ǯয এই কাজ for loop িদেয় করবা। িকʞ একটু ǯভেব ǯদখ, এর
পেরর ধােপ ǯতামােক এক ধােপ িপছেন িগেয় আবার সামেন আগােত হেব, এর পের আবার ʣই ধাপ
িপছেন িগেয় আবার আগােত হেব। এই কাজ আমরা আর যাই ǯহাক loop িদেয় করেত পারব না।
আেরকটু ভােলা কের িচɂা করেল ǯদখেব ǯয আমরা যা করিছ তাহল আমােদর িকছু সংখǫা ǯদয়া আেছ,
আমরা সবেচেয় ǯছাট সংখǫা বিসেয় বািক সংখǫা িদেয় পেরর অংেশ permutation বানািȏ। ǯশষ
হেয় ǯগেল next সংখǫা বিসেয় বািক সংখǫা িদেয় আবার permutation বানািȏ। অথǮাৎ িজিনসটা
এমন, একটা black box আেছ যােক আমরা সংখǫা িদেল ǯস permutation বানােব। এর জɏ
ǯস সবেচেয় ǯছাট সংখǫােক ǯরেখ িদেব এর পর বািক সংখǫা ʝিলেক ǯস আবার একই ধরেনর আেরক
black box এ িদেয় ǯদেব। ঐ অɏ black box এর কাজ হেয় ǯগেল তুিম next বড় সংখǫা ǯরেখ
িদেয় বািক সব সংখǫা িদেয় ঐ অɏ black box ǯকআবােরা call করবা। আশা কির বুঝেত পারছ ǯয
এই black box টা হল recursive function. িকʞ এই recursive function টা Fibonacci
বা Factorial এর মত সহজ নয়। যখনই একটা ফাংশন িলখবা আেগ িচɂা কের ǯদখ ǯতামার এই
ফাংশনেক িক িদেত হেব, ǯস িক িদেব আর ǯস িক করেব? এেক এেক এই ɔɶ ʝিলর উȳর ǯদয়া
যাক। িক িদেত হেব? - ǯযসকল সংখǫা এখেনা বািক আেছ তােদর িদেত হেব, িক িদেব?- িকছুই িদেব
না, িক করেব? - িকছু সংখǫা ইেতামেধǫই fix করা হেয়েছ, বািক সংখǫা ʝিল ǯক permute কের
ǯযসব permutation হয় তােদর সবাই ǯযন িɔƴট হয় তা িনিɴত করেত হেব। একটু ভাবেল ǯতামরা
বুঝেব ǯয ǯযসব সংখǫা বসােনা হয় নাই ǯসʝেলা black box এ পাঠােনার সােথ সােথ ǯতামরা এখন
পযǮɂ কার পের কােক বিসেয়ছ ǯসটাও পাঠােত হেব। ʠতরাং black box ǯক ʣইিট িজিনস িদেত হেব,
১. এখন পযǮɂ ǯকান সংখǫা ʝেলা বসােনা হেয়েছ এবং িক order এ ২. ǯকান ǯকান সংখǫা এখেনা
বসােনা বািক আেছ। base case হল যখন সব সংখǫা বসােনা হেয় যােব তখন এবং ǯসই number
sequence আমরা িɔƴট করব। এখন পযǮɂ আমরা ǯদেখিছ ǯকমেন একিট ফাংশেন একিট integer
বা double পাঠােনা যায় িকʞ একিট array ǯকমেন পাঠােত হয় তা আমােদর অজানা। standard
িনয়ম হেȏ তুিম pointer বǫবহার কের পাঠাবা িকʞ ǯতামােদর ǯবিশর ভাগই pointer ভয় কর।
আেরকটা উপায় হেȏ vector বǫবহার করা। তেব এটা ǯবশ slow. আেরকটা উপায় হল global
array বǫবহার করা। আমরা ʣই ধরেনর array রাখব। একিট array ǯত থাকেব ǯকান সংখǫা বǫবহার
করা হেয়েছ ǯকান সখǫা বǫবহার করা হয় নাই তা (0 মােন বǫবহার করা হয় নাই, 1 মােন বǫবহার করা
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হেয়েছ)।আেরকটা array ǯতএখনপযǮɂ বসােনা নাɤারʝিল পরপর থাকেব। black boxএর িভতের
তুিম এেক এেক 1 হেত n পযǮɂ নাɤার ʝিল ǯচক করেব ǯয আেগ বসােনা হেয়েছ িকনা যিদ না বসােনা
হেয় থােকতাহেল ǯসইসংখǫা বসােবএবংএটাও িলেখ রাখেব ǯযএই নাɤারটা বǫবহারকরা হেয় ǯগেছ।
এবার পরবতǮী black box এর কােছ যােব, ǯসও একই ভােব কাজ করেব। কাজ ǯশেষ ǯস যখন িফের
আসেব, তখন ʣইটা িজিনস করেত হেব তাহল বসােনা সংখǫােক সরােত হেবআর তুিম ǯয িলেখ ǯরেখছ
ǯয এই সংখǫা বǫবহার হেয়েছ ǯসটা পিরবতǮন কের িলখেত হেব ǯয এটা এখেনা বǫবহার করা হয় নাই।
এই কাজ যিদ না কর তাহেল ǯদখেব মাȴ একিট permutation িɔƴট কেরই ǯতামার ǯɔাȅাম ǯশষ
হেয় যােব। তাহেল িক black box এ আমােদর িকছুই পাঠােনার দরকার ǯনই? আসেল দরকার ǯনই
তেব আমরা আমােদর ǯকাডেক সহজ করার জɏ একিট িজিনস পাঠােবা আর তা হল, আমরা ǯকান
ঘের এখন সংখǫা বসােবা ǯসটা। যিদও এই িজিনস আমরা ǯকান ǯকান সখǫা বǫবহার করা হেয়েছ ǯসই
array ǯথেক খুব সহেজই ǯবর করেত পাির িকʞ আমরা যিদ এই সখǫা parameter িহসােব পাঠাই
তাহেল আমােদর কাজ অেনক সহজ হেয় যােব। আরও একিট িজিনস পাঠােত হেব আর তাহল n এর
মান, তেব এিট চাইেল global ও রাখেত পার। permutation িɔƴট করার ǯɔাȅামটা ǯদখােনার
আেগ আেরকটা িজিনস িচɂা কের ǯদখেত পার- বসােনা সংখǫা িক সরানর আেদৗ দরকার আেছ? ʤধু
িক এই সংখǫা অবǫবʥত আেছ ǯসই কাজটা করাই িক যেথɾ নয়? ǯতামােদর জɏ permutation
িɔƴট করার ǯɔাȅাম ǯকাড ৪.8 এ ǯদয়া হল।

Listing ৪.8 : permutation.cpp

1 i n t u s ed [ 2 0 ] , number [ 2 0 ] ;
2
3 / / c a l l w i t h : p e r m u t a t i o n ( 1 , n )
4 / / make s u r e , a l l t h e e n t r i e s i n u s ed [ ] i s 0
5 vo i d p e r m u t a t i o n ( i n t a t , i n t n )
6 {
7 i f ( a t == n + 1)
8 {
9 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++) p r i n t f ( "%d " , number [ i ] ) ;
10 p r i n t f ( "\n " ) ;
11 r e t u r n ;
12 }
13
14 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++) i f ( ! u s ed [ i ] )
15 {
16 used [ i ] = 1 ;
17 number [ a t ] = i ;
18 p e r m u t a t i o n ( a t + 1 , n ) ;
19 used [ i ] = 0 ;
20 }
21 }

৪.৩.২ Combination Generate
n িট সংখǫা ǯদয়া থাকেল তােদর ǯথেক k িট কের সংখǫা িনেয় সকল combination িɔƴট করেত
হেব। ǯযমন n = 3 ও k = 2 হেল আমােদর িɔƴট করেত হেবঃ (1, 2), (1, 3) এবং (2, 3). আমরা
আেগর মত ǯযমন ǯতমন ভােব িচɂা না কের systemetic িচɂা করব। ʣইভােব আমরা এই ɔবেলম
এর সমাধান ǯখয়াল করেত পাির। ɔথম উপায়টা হল, আমরা এেক এেক 1 ǯথেক n পযǮɂ যাবআর িঠক
করব এই সংখǫা ǯক িনব িক িনব না। একদম ǯশেষ িগেয় যিদ আমরা ǯদিখ ǯয আমরা k টা সংখǫা িনেয়
ǯফেলিছ তাহেল ǯতা হেয়ই ǯগল। আর না হেল আমরা ǯফরত যােবা এটা িɔƴট না কের। এখন ǯখয়াল
কর, এই সমাধান সিঠক থাকেলও আমােদর সময় িকʞ অেনক ǯবিশ লাগেব। আমরা ɔিতিট সংখǫার
কােছ িগেয় িগেয় একবার িনিȏ আেরকবার িনিȏ না। ʠতরাং ǯমাট 2n বার কাজ কের এর পর তার
ǯথেক

(
n
k

)
বার িɔƴট করিছ। আমরা িক এই কাজ

(
n
k

)
সমেয় করেত পাির না? পাির। মাȴ একিট লাইন

িলখেলই আমােদর এই কাজ হেয় যােব। আমরা যিদ কখনও ǯদিখ ǯয আমােদর ǯযসব সংখǫা ǯনবার
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বǫপাের এখেনা decision ǯনয়া বািকআেছ তােদর সবাইেক িনেলও যিদআমােদর k টা সংখǫা না হয়
তাহেল আর পরবতǮী ফাংশন call এর দরকার ǯনই। এখান ǯথেকই িফের ǯগেল হয়। আমােদর এভােব
সমাধান এর ǯɔাȅাম ǯকাড ৪.9 এ ǯদয়া হল। এই ǯকাড এর লাইন 7 এর জɏ আমােদর ǯɔাȅাম

O
(
2n
)
হেত

(O(n
k
) ) হেব।

Listing ৪.9 : combination1.cpp

1 i n t number [ 2 0 ] ;
2 i n t n , k ;
3
4 / / c a l l w i t h : p e r m u t a t i o n ( 1 , k )
5 vo i d c omb i n a t i o n ( i n t a t , i n t l e f t )
6 {
7 i f ( l e f t > n − a t + 1) r e t u r n ;
8
9 / / you can u s e l e f t == 0 t o make i t a l i t t l e b i t more f a s t e r
10 / / i n s u ch c a s e you don t need f o l l o w i n g i f ( l e f t ) c o n d i t i o n
11 i f ( a t == n + 1)
12 {
13 f o r ( i = 1 ; i <= k ; i ++) p r i n t f ( "%d " , number [ i ] ) ;
14 p r i n t f ( "\n " ) ;
15 r e t u r n ;
16 }
17
18 i f ( l e f t )
19 {
20 number [ k − l e f t + 1] = a t ;
21 c omb i n a t i o n ( a t + 1 , l e f t − 1) ;
22 }
23
24 c omb i n a t i o n ( a t + 1 , l e f t ) ;
25 }

িȻতীয় পȼিতর ǯǹেȴ আমরা ɔেতǫক ঘের যােবা, এরপর এখােন আেগ বসােনা হয় নাই এমন
একিট সংখǫা বসােবা এবং এভােব এেক এেক k ঘের যখন আমরা সংখǫা বিসেয় ǯফলব তখন আমরা
একটা number combination ǯপেয় যােবা। তেব এেǹেȴআমােদর (1, 2)এরসােথ সােথ (2, 1)
ও িɔƴট হেয় যােব। ǯতামরা যিদ n টা সংখǫা ǯথেক kটা কের সংখǫা িনেয় তােদর permutation
িɔƴট করেত চাও তাহেল এভােব করেলই হেব। িকʞ যিদ combination িɔƴট করেত চাও তাহেল
আরও একটা কাজ করেত হেব আের তা হল, তুিম নতুন ǯযই সংখǫা বসােব ǯসটা ǯযন আেগর সংখǫা
ǯথেক বড় হয়। এই কাজ করার জɏ সবেচেয় ভােলা উপায় হল তুিম parameter িহসােব সবǮেশষ
বসােনা সংখǫাটা পািঠেয় দাও এরপর যখন তুিম loop চালােব তখন 1 ǯথেক না চািলেয় এই সংখǫা
ǯথেক চালােলই হেব। এই সমাধানটা আমােদর ɔথম সমাধান এর ǯথেক একটু হেলও better বলা
যায়। কারণ, আমােদর আেগর সমাধান worst case এ recursion এ n depth পযǮɂ যায়, িকʞ
আমােদর িȻতীয় সমাধান k depthপযǮɂ যােব।আমােদর িȻতীয় সমাধােনর ǯɔাȅােমর ǯকাড ৪.10এ
ǯদয়া হল। আশা কির 14 নাɤার লাইন বােদ বািক ǯকাডটু˄ বুঝেত ǯতামােদর সমʓা হেব না। আমরা

ǯযভােব এর আেগর বার একটা if িদেয় O
(
2n
)
হেত

(O(n
k
) ) আনা হেয়েছ এখােনও ǯসরকম কাজ

করা হেয়েছ। তেব পাথǮকǫ হল আমরা এর আেগ আলাদা ভােব condition ǯচক কের িছলাম, এবার
for loop এর upper bound িহসােব এই কাজটা কেরিছ। এই ʣই উপােয়র মােঝ ǯতমন ǯকান
পাথǮকǫ ǯনই, আমরা ʣই ǯকােড ʣইভােব কের ǯদখালাম ǯতামরা যােত ʣই উপােয়র সােথ পিরিচত
থােক ǯসজɏ। ǯতামরা ǯভেব ǯদখেত পার i ≤ n − k + at এই condition টা কই ǯথেক এল?
আমরা যিদ i ǯক at এ বসাই তাহেল আমােদর সংখǫা বািক থােক n − i িট আর আমােদর ঘর বািক
থােক k−at িট। ঘেরর ǯথেক সংখǫা কম হওয়া যােব না, তাই k−at ≤ n− i← i ≤ n−k+at.
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Listing ৪.10 : combination2.cpp

1 i n t number [ 2 0 ] ;
2 i n t n , k ;
3
4 / / c a l l w i t h : p e r m u t a t i o n ( 1 , 0 )
5 vo i d c omb i n a t i o n ( i n t a t , i n t l a s t )
6 {
7 i f ( a t == k + 1)
8 {
9 f o r ( i = 1 ; i <= k ; i ++) p r i n t f ( "%d " , number [ i ] ) ;
10 p r i n t f ( "\n " ) ;
11 r e t u r n ;
12 }
13
14 f o r ( i = l a s t + 1 ; i <= n − k + a t ; i ++)
15 {
16 number [ a t ] = i ;
17 c omb i n a t i o n ( a t + 1 , i ) ;
18 }
19 }

৪.৩.৩ Eight Queen

এিট একিট িবখǫাত সমʓা। ǯতামরা যারা দাবা ǯখলা জােনা আশা কির তােদর বুঝেত ǯকান সমʓা
হেব না। সমʓাটা হল একিট দাবার ǯবােডǮ (দাবা ǯবাডǮ 8 × 8 হেয় থােক) 8 টা Queen (আমরা
অেনক সময় বাংলায় এেদর মɎী বেল থািক) ǯক কত ভােব বসােনা যায় ǯযন ǯকান Queen ই অɏ
ǯকান Queen ǯক attack না কের। একিট Queen অপর আেরকিট Queen ǯক attack করেত
পারেব যিদ তারা একই Row বা একই Column বা একই Diagonal বরাবর থােক। সমʓাটা খুব
একটা কিঠন না। আমােদর যা করেত হেব তা হল ɔেতǫক row ǯত িগেয় িগেয় একটা কের queen
বসােত হেব, সব row ǯত queen বসােনা ǯশষ হেয় ǯগেল আমরা ǯদখব ǯকান একিট queen অপর
আেরকিট queen ǯক attack কের িকনা। ǯযেহতু আমরা ɔিত row ǯত একিট কের queen বসািȏ
ǯসেহতু ǯকান ʣইিট queen একই row ǯতআেছ িকনা তা ǯদখার দরকার ǯনই। ʤধু একই column
এআেছ িকনা তা ǯদখেত হেবআরএকই diagonal এআেছ িকনা তা। একই columnএআেছ িকনা
এটা ǯচক করা খুব সহজ, িকʞ একই diagonal এ আেছ িকনা ǯসটা ǯদখা ǯবশ tricky. ʣই ধরেনর
diagonal হেত পাের। এক ধরেনর diagonal উপেরর বাম িদক ǯথেক ʤʡ কের িনেচর ডান িদেক
যায় অɏ diagonal ʝিল উপেরর ডান িদক ǯথেক িনেচর বাম িদেক যায়। মেন কির আমােদর দাবা
ǯবাডǮ এর row ʝিল উপর ǯথেক িনেচ 1 হেত 8 পযǮɂ নাɤার করা এবং column ʝিল বাম ǯথেক ডান
িদেক 1 হেত 8 পযǮɂ নাɤার করা (িচȴ ৪.২। এখন একটু ǯখয়াল করেল ǯদখেব ǯযসকল diagonal
উপেরর বাম িদক ǯথেক িনেচর ডান িদেক যায় তােদর row ও column এর িবেয়াগফল একই হয়
এবং ǯযসকল diagonal উপেরর ডান িদক ǯথেক িনেচর বাম িদেক যায় তােদর row ও column
এর ǯযাগফল একই হয়।

তাহেল আমরা ɔিত row ǯত queen বসােনার পর ʣইিট ʣইিট কের queen িনেয় ǯদখব ǯয
তােদর column বা diagonal একই িকনা। এরকম কের করেল একটা সমʓা হল, এমনও হেত
পাের ǯযআমরা ɔথম ʣইিট queen ǯকএকই columnএ বিসেয় ǯফেলিছ এর পর বািক 6িট queen
ǯকআমরা িকʞ অেনক ভােব বসােত পাির, ǯযভােবই বসাই না ǯকনআমরা ǯকান valid placement
পােবা না। ʠতরাং আমরা ɔিতবার queen বসােনার আেগ বা পের ǯচক কের ǯদখেত পাির ǯয এখন
পযǮɂ বসােনা queen ʝেলা ǯকউ কােরা সােথ attacking position এ আেছ িকনা। একটু িচɂা
করেল ǯদখেব,আসেল সব queen pair ǯচককরার দরকার নাই। ʤধু মাȴ নতুন বসােনা queenএর
সােথ আেগর বসােনা queen ʝেলােক ǯচক করেলই হয়। একটু িচɂা করেল ǯদখেব এখােন আমােদর
ধের ধের আেগ বসােনা ɔিতিট queen এর সােথ ǯচক করার দরকার হেব না, যিদ আমরা এমন িকছু
array রািখ যারা বেল িদেব ǯয অমুক column বা অমুক diagonal এ ǯকান queen আেছ িকনা।
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নকশা ৪.২: দাবা ǯবাডǮ

অথǮাৎ আমরা ǯকান একিট queen বসােনার সময় array ʝিলেত িলেখ িদব ǯয অমুক column,
অমুক diagonal এ queen বেসেছ। তাহেল নতুন queen বসােনার আেগ ʤধু আমরা ǯচক কের
ǯদখব ǯয ǯযই column বা diagonal এআমরা queen বসােত চািȏ তা আেদৗ ফঁাকা আেছ িকনা।
অথǮাৎ আমােদর ǯকান loop লাগেব না, ʤধু if-else িদেয়ই হেয় যােব। ǯখয়াল কর আমরা িকʞ ধীের
ধীের আমােদর সমাধানেক যতটু˄ সɥব optimized করিছ। আমরা আমােদর ɔাথিমক সমাধান এর
ǯথেক অেনক দূের চেল এেসিছ িঠিক িকʞ আমরা এমন সব িকছু কেরিছ যােত কের আমােদর ǯɔাȅাম
আেগরতুলনায়অেনকঅেনককমসময় ǯনয়। ǯতামরা যখনএই িজিনস ǯকাডকের ǯদখেবতখনɔিতিট
improvement ǯযাগ করারআেগ ǯদখেব ǯতামােদর ǯকাডকতসময় ǯনয়।এেতকের ǯতামরা বুঝেব
এসব optimization ǯদখেত অেনক সহজ হেলও এরা performance এর িদক ǯথেক অেনক
অেনক এিগেয় ǯদয় ǯতামােক। হয়েতা 8 × 8 ǯবাডǮ এর জɏ এসব optimization এর ɔভাব তুিম
নাও বুঝেত পার। ǯতামরা চাইেল 9 × 9, 10 × 10 এসব ǯবাডǮ এও ǯচক কের ǯদখেত পার। আমরা
এখােন আেলাচনা করা সকল optimization বǫবহার কের িলখা ǯɔাȅাম ǯকাড ৪.11 এ ǯদখালাম।
যিদ ǯতামরা n = 8 দাও তাহেল 8×8 ǯবাডǮ হেব, বা ǯতামরা চাইেল অɏাɏ মােপর ǯবাডǮ এর জɏও
এই ǯɔাȅাম রান কের ǯদখেত পার।

Listing ৪.11 : nqueen.cpp

1 i n t queen [ 2 0 ] ; / / queen [ i ] = column number o f queen a t i t h row
2 i n t column [ 2 0 ] , d i a g o n a l 1 [ 4 0 ] , d i a g o n a l 2 [ 4 0 ] ; / / a r r a y s t o mark i f

t h e r e i s queen o r n o t
3
4 / / c a l l w i t h nqueen (1 , 8 ) f o r 8 queen p rob l em
5 / / make s u r e column , d i a g o n a l 1 , d i a g o n a l 2 a r e a l l 0 i n i t i a l l y
6 vo i d nqueen ( i n t a t , i n t n )
7 {
8 i f ( a t == n + 1)
9 {
10 p r i n t f ( " ( row , column ) = " ) ;
11 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++) p r i n t f ( " (%d , %d ) " , i , queen

[ i ] ) ;
12 p r i n t f ( "\n " ) ;
13 r e t u r n ;
14 }
15
16 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++)
17 {
18 i f ( co lumn [ i ] | | d i a g o n a l 1 [ i + a t ] | | d i a g o n a l 2 [ n + i

− a t ] ) c o n t i n u e ;
19 queen [ a t ] = i ;
20 / / n o t e t h a t , i − a t can be n e g a t i v e and we c a n t have

a r r a y i n d e x n e g a t i v e
21 / / so we a r e a d d i n g o f f s e t n w i t h t h i s .
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22 column [ i ] = d i a g o n a l 1 [ i + a t ] = d i a g o n a l 2 [ n + i − a t
] = 1 ;

23 nqueen ( a t + 1 , n ) ;
24 column [ i ] = d i a g o n a l 1 [ i + a t ] = d i a g o n a l 2 [ n + i − a t

] = 0 ;
25 }
26 }

ǯতামরা যিদ এতটু˄েতই হঁাফ ǯছেড় মেন কর যাক optimization ǯশষ হল, তাহেল বেল রািখ
আরও একিট খুব সহজ optimization আেছ যার ফেল ǯতামরা ǯতামােদর run time ǯক একদম
অেধǮক করেত পারেব। িচɂা কের ǯদখ ǯসই optimization টা িক! আসেল optimization এর
ǯশষ ǯনই। Backtracking এর ǯǹেȴ ǯয যত optimization ǯযাগ করেত পারেব তার ǯকাড তত
ভােলা কাজ করেব। তেব ǯখয়াল রাখেত হেব ǯসই সব optimization এর জɏ আবার না অেনক
ǯবিশ সময় ǯলেগ যায়! ǯযমন আমরা যিদ বসােনার সময় ʤধু array ǯত না ǯদেখ আেগর সব queen
এর সােথ যিদ ǯচক করেত যাই তাহেল ǯদখা যােব অেনক ǯবিশ সময় ǯলেগ যােব। ʠতরাং আমােদর
এই িজিনসও ǯখয়াল রাখেত হেব।

৪.৩.৪ Knapsack
মেন কর এক ǯচার চুির করেত িগেয়েছ। তার কােছ একটা থেল আেছ যােত খুব ǯজার W ওজেনর
িজিনস ǯনয়া যােব। এখন ǯসই ǯচার চুির করেত িগেয় n টা িজিনস ǯদখেত ǯপল। ɔিতিট িজিনেসর
ওজনwi এবং ঐ িজিনস িবিǸ করেল ǯস vi টাকা পােব। এখন সবেচেয় ǯবিশ কত টাকার িজিনস তুিম
চুির করেত পারেব ǯযন ǯসসব িজিনেসর ǯমাট ওজনW এর ǯথেক ǯবিশ না হয়? এেǹেȴ limit ʝিল
খুব ʝʡȮপূণǮ। n ≤ 50, wi ≤ 1012 এবং vi ≤ 1012. তাহেল আমরা িক করব? আেগর মত এেক
এেক 1 ǯথেক n পযǮɂ যােবা, ǯকান িজিনস িনব, ǯকান িজিনস িনেবা না ǯশেষ িগেয় ǯদখব ǯয ওজন
W এর ǯথেক ǯবিশ হেয়েছ িকনা। ǯবিশ হেল এটা সমাধান হেব না, আর তা না হেল আমরা এরকম
সকল সমাধান এর মােঝ ǯযেǹেȴ দাম সবেচেয় ǯবিশ হয় ǯসটাই সমাধান হেব। বুঝেতই পারছ এত
সাধারণ সমাধান হেলএখােনআেরআেলাচনার িকছু থাকত না! ɔথেম িহসাব কের ǯদখএই সমাধােনর
run time কত? O

(
2n
)
. অবɹই n ≤ 50 এর জɏ এটা একটা িবশাল মান। ɔথমত আেগর মত

আমরা ɔিতিট িজিনস ǯনবার পেরই ǯদখব এর ওজন W এর ǯথেক ǯবিশ হেয় ǯগেছ িকনা, তা হেয়
ǯগেল পেরর িজিনস ʝেলা ǯদখার ǯকান মােন ǯনই, এখান ǯথেকই িফরত যাওয়া উিচত। আরও িক
িক optimization থাকেত পাের? ǯখয়াল কর ǯযʝেলা বািক আেছ তােদর সবার ওজন িমেলও যিদ
আমােদর সবǮেমাট ওজন W এর ǯথেক ǯবিশ না হয় তাহেল বািক সবʝেলা িনেয় ǯফলাই বুিȼমােনর
মত কাজ। আবার ǯদেখা, ǯযসব ওজন বািক আেছ তােদর মােঝ সবেচেয় ǯযিট ǯছাট তােক িনেলই যিদ
আমােদর ǯমাট ওজন W এর ǯথেক ǯবিশ হেয় যায় তাহেল আমােদর আর এিগেয় লাভ ǯনই। ওজন
িনেয় ǯবশ অেনক optimization ই হেয় ǯগেছ। দাম িদেয় িক িকছু optimization করা যায়? যায়,
ধর এখন পযǮɂ আমরা ǯযসব সমাধান ǯবর কেরিছ তার মােঝ সবেচেয় ভােলা ǯযই সমাধান তা ǯথেক
আমরা V টাকা পাই। এখন আমরা সমাধান করার মাঝামািঝ পযǮােয় যিদ ǯদিখ আমরা ইেতামেধǫ যত
টাকা ǯপেয় ǯগিছ আর এখনও যত িজিনস বািক আেছ তােদর দাম সহ যিদ V এর ǯথেক ǯবিশ না হয়
তার মােন এখান ǯথেক আরও এিগেয় ǯকান লাভ ǯনই। এরকম নানা optimization সহ আমােদর
এই ǯɔাȅাম এর run time অেনক কেম যায়।
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অধǫায় ৫

ডাটা ʔাকচার

Algorithm হেȏ একিট ɔবেলম সমাধােনর পথ আর Data Structure হেȏ ডাটা ǯক সািজেয়
রাখার িজিনস। অেনক সময় ǯকান একিট অǫালেগািরদম এর efficiency ডাটা ʔাকচার এর উপর
িনভǮর কের। খুব সহজ একিট উদাহরন ǯদয়া যাক। মেন কর ǯতামােক এেক এেক একিট কের সংখǫা
ǯদয়া হেব 1 ǯথেক n এর মােঝ ǯতামােক বলেত হেব এই সংখǫাটা এর আেগ এেসিছেলা িকনা। তুিম
ǯকমেন করেব? একটা উপায় হল number এর একিট array রাখা। যখন ǯকান সংখǫা আসেব তখন
ঐ array ǯত খুঁেজ ǯদখ এর আেগ ঐ সংখǫা এেসিছেলা িকনা যিদ না থােক তাহেল এর array এর
ǯশেষ এই সংখǫাটা রাখ।আেরকিট উপায় হলএমনএকিট array রাখ ǯযখােন ǯতামার িলখা থাকেব ǯয
একিট সংখǫা এরআেগএেস িছল িকনা। ǯখয়াল করএখােন তুিম সংখǫা ʝিল রাখেব না ʤধু ǯকান সংখǫা
এেসিছেলা িকনা তা রাখেব। এটা করা খুব সহজ। একিট array ǯত তুিম ʤধু 0 বা 1 রাখেব এেসিছেলা
িক আেস নাই তার উপর িভিȳ কের। এখন এই ʣই ভােব ডাটা রাখার জɏ উপকার অপকার ʣই
রকমইআেছ। ɔথম পȼিতেতআমােদর যিদm টা সংখǫা ǯদয়া হয় তাহেল O

(
m
)
memory লাগেব

এবং ɔিতবার ɔেɶর জɏ ǯতামার O
(
m
)
সময় ও লাগেব। িকʞ পেরর পȼিতেত আমােদর O

(
n
)

memory লাগেব ǯযখােন n হলআমােদর ইনপুট এর সবেচেয় বড় মান িকʞআমােদর ɔিতিট ɔেɶর
জɏমাȴO

(
1
)
সময় লাগেব। ʣই algorithmএর মূল নীিত িকʞ একই, ǯযই সংখǫা ǯদয়া হেয়েছ তা

আেছ িকনা ǯদখেত হেব, না থাকেল ǯসই সংখǫা আমােদর ঢুিকেয় রাখেত হেব। িকʞআমােদর ডাটা ǯক
representation এর িভɈতার কারেণ আমােদর runtime বা memory requirement িকʞ
আলাদা হেয় ǯগেছ। একিট পȼিত বড় n িকʞ ǯছাটm এ কাজ করেব ভােলা, আেরকটা িঠক উলেটা।
ʠতরাং আমরা ǯকমন কের ডাটা ǯক সংরǹন করিছ তা অেনক ʝʡȮপূণǮ।

৫.১ Linked List

মেন কর আমরা ǯফসবুক এর n জেনর মােঝর সɢকǮ একিট ডাটা ʔাকচার এ রাখেত চাই। ǯকমেন
রাখব? নানা উপায় আেছ, এেক এেক আমরা িতনিট উপায় ǯদিখ এবং তােদর ʠিবধা অʠিবধাও।

উপায় ১ একটা n× n সাইজ এর 0− 1matrix রাখা। যিদ i তম মাʟষ আর j তম মাʟেষর মােঝ
বɆুȮ থােক তাহেল matrix এর [i][j] তম জায়গায় 1 রাখব অɏথায় 0 রাখব। এই পȼিতেত
আমােদর memory লাগেব O

(
n2
)
িকʞ ǯকান ʣজেনর মােঝ বɆুȮ আেছ িকনা বা যিদ নতুন

ʣজেনর মােঝ বɆুȮ হয় তাহেলআমােদর ডাটা ʔাকচার update করেত সময় লাগেব O
(
1
)
.

এেক আমরা adjacency matrix বেল থািক।

উপায় ২ একটা n× n সাইজ এর matrix রাখব। i তম row ǯত থাকেব i তম মাʟেষর সােথ যারা
যারা বɆু আেছ তােদর একটা িলʈ। আমরা আেরকিট array ǯত িলেখ রাখব ǯয ǯকান এক
জন মাʟেষর কত জন বɆু আেছ। ʠতরাং আমরা জািন [i][1] ǯথেক [i][friend[i]] পযǮɂ i তম
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মাʟেষরসব বɆুআেছ, এখােন friend[i] হল iতমমাʟেষর friendএরসংখǫা। এইপȼিতেত
আমােদর memory লাগেব আেগর মতই O

(
n2
)
িকʞ ǯকান ʣজেনর মােঝ বɆুȮ আেছ িকনা

তা িনণǮয় এর জɏ আমােদর সময় লাগেব O
(
friend[i]

)
কারণ আমােদর পুেরা বɆুর িলʈ

ǯচককের ǯদখেত হেব। িকʞ নতুনএকজনবɆু ǯযাগকরেতআমােদরসময়লাগেবO
(
1
)
কারণ

আমরা িকʞ খুব সহেজই friend[i] এর মান এক বািড়েয় িদেয় matrix এর [i][friend[i]]
ʊােন নতুন বɆুেক রাখেত পাির। এেক adjacency list এর array implementation
বেল।

উপায় ৩ আমরাআলাদাআলাদা কেরnজনবɆুরজɏ িলʈরাখব।আেগ ǯথেকইn×nঘেররজায়গা
declare না কেরআমরা নতুন নতুন বɆুআসেলতােদরজɏdynamicallymemory ǰতির
কেরতােদর িলʈএঢুিকেয় ǯদব।এিট হলadjacency listএর linked list implementation.
আেগরmethodএরসােথ পাথǮকǫ ʤধু memory complexity ǯত।এইপȼিতেত যতʝিল
freindship িঠক তত memory লাগেব।

তাহেল িলংক িলʈ হল array এর ভাই। array ǯত আেগ ǯথেকই এর সাইজ আমােক বেল িদ-
ǯত হয় িকʞ িলংক িলʈ এ তার দরকার হয় না। িকʞ আমরা ǯবিশর ভাগই dynamic memory
allocation ǯক খুব ভয় কের থািক। তােদর জɏ একটা উপায় হল, ǯɔাȅািমং কেƴটʈ এর ǯবিশর
ভাগ সময়ই আেগ ǯথেকই বলা থােক ǯয ǯতামার সবেচেয় ǯবিশ কত বড় ইনপুট হেত পাের। এই মান
ǯথেক ǯতামরা সহেজইবুঝেতপারেব ǯয ǯতামােদর িলʈএসবেচেয় ǯবিশকতʝিলelementদরকার
হেত পাের। িঠক তত সাইজ আেগ ǯথেক declare কের রাখেলই হয়। ǯতামরা ভাবেত পার ǯয এটা
ǯতা array ই হেয় ǯগল। না, মেন কর এর আেগর উদাহরন এআমরা বেল িদলাম ǯমাট 106 এর ǯবিশ
বɆু ǯজাড়া হেব না, িকʞ ǯমাট 104 জন বɆু হেত পাের। অথǮাৎ, তুিম যিদ এটা array পȼিতেত করেত
চাও তাহেল ǯতামােক 104 × 104 ǯমমির আেগ ǯথেকই declare কের রাখেত হেȏ। িকʞ তুিম যিদ
linked list পȼিতেত কর তাহেল ʤধু 106 সাইজ এর ǯমমির declare করেলই হেয় যােব। এভােব
ǯতামরা dynamically memory allocate না কেরইআেগ ǯথেক define করা একটা array ǯথ-
ǯক এেক এেক জায়গা িনেয় ǯতামার কাজ করেত পারেব। আমরা এখােন এই array পȼিতেত ǯকমেন
linked list করা যায় তা ǯদখাব, ǯতামরা িনেজরা চাইেল dynamically ǯকমেন করা যায় তা িচɂা
কের ǯদখেত পার।

ɔিতিট িলংক িলʈ এর একিট কের ǯহড থােক। এই ǯহড ঐ িলʈ এর ʤʡেক point কের থােক।
যিদ এই িলʈ ফঁাকা হয় তাহেল এর ǯহড এ একিট terminal মান থােক। terminal মান হল এমন
একিট মান যা ǯকান node ǯক point কের না িকʞ এই মান ǯদখেল আমরা বুিঝ ǯয আমােদর িলʈ
এখােনই ǯশষ হেয় ǯগেছ।আমরা terminal মান িহসােব সাধারনত−1 বা 0এরকমমান বǫবহার কের
থািক।এবংঅবɹই ǯখয়াল রাখেত হেব ǯযএইমানঅɏ ǯকান মােন ǯযন না বুঝায়।এখনআমরা মুলত
3 ধরেনর কাজ কের থািক একিট িলংক িলʈ এর উপর- Insert, Delete এবং Search.

Search

আমরা ɔথম ǯথেক ʤʡ করব। যতǹণ না terminal মান পািȏ ততǹণ ɔিতিট জায়গায় ǯদখব এর
data ǯত আমারা ǯযই মান খুঁজিছ ǯসটা আেছ িকনা।

Insert

যিদ ǯহড এ terminal মান থােক তাহেল আমরা একিট নতুন node িনব। এর ডাটা অংেশ আমরা
ডাটা রাখবআর next অংশেত বতǮমােন ǯহড যােক point কেরআেছ তার id রাখব। যিদ িলʈআেগ
ǯথেক ফঁাকা না থােক এবং ǯকান একিট node (ǯযমন িচȴ ৫.২ এ A ও B এর মােঝ D) এর পের
বসােত চাই, তাহেল যা করেত হেব তা হল, D এর next পেয়ƴট করেব A এর next ǯক এবং A এর
next point করেব D ǯক।
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Head
Data A Data B Data C

Data D
Next

Next NextNext

নকশা ৫.১: িলংক িলʈ

Delete

যিদআমােদর ǯহড এর পেরর node ǯকই delete করেত হয় তাহেল ǯহড ঐ node এর next যােক
point কের আেছ তােক point করােয় িদেলই হেব। আর যিদ অɏ ǯকান node হয় (ǯযমন িচেȴর
B) তাহেল আমরা A এর next ǯক B এর next এ point কিরেয় ǯদব।

এই কাজ আমরা ইȏা করেল structure িদেয়ও করেত পাির বা data ও next এর জɏ ʣইিট
array ǯরেখও করেত পাির। আমরা ǯকাড ৫.1 এ ǯহড এ adjacency list এর মাধǫেম ǯকান একিট
ȅাফ এর edge ǯক insert ও delete এবং search করার জɏ ǯকাড িদলাম। মুলত এই িতনিট
িজিনসই ɔেয়াজন হয়।আশা কির অɏফাংশন ʝিল দরকার হেল ǯতামরা িনেজরা িলেখ িনেত পারেব।
(ǯযমন ǯকান একিট node খুঁেজ delete বা ঐ node এর পের insert করার জɏ ǯতামরা search
ফাংশন ǯক পিরবতǮন করেলই হেব)। তেব একিট িজিনস মেন রাখেত হেব ǯয বǫবহােরর পূেবǮ head
array এর ɔিতিট িজিনস ǯযন −1 Ȼারা initialize করা থােক।

Listing ৫.1 : linkedlist.cpp

1 i n t head [ 1 0 0 0 0 ] ; / / t o t a l node = 10000 , 0 t o 9999 . I n i t i l i z e d t o −1
2 i n t d a t a [ 100000 ] , n e x t [ 1 0 0 0 0 0 ] ; / / t o t a l edge = 100000
3 i n t i d ;
4
5 / / add node y i n t h e l i s t o f x
6 vo i d i n s e r t ( i n t x , i n t y )
7 {
8 d a t a [ i d ] = y ;
9 n e x t [ i d ] = head [ x ] ;
10 head [ x ] = i d ;
11 }
12
13 / / e r a s e f i r s t node f rom head o f x
14 vo i d e r a s e ( i n t x )
15 {
16 head [ x ] = n e x t [ head [ x ] ] ;
17 }
18
19 / / s e a r c h node y i n x ' s l i s t
20 i n t s e a r c h ( i n t x , i n t y )
21 {
22 f o r ( p = head [ x ] ; p != −1; p = n e x t [ p ] )
23 i f ( d a t a [ p ] == y )
24 r e t u r n 1 ; / / f o und
25 r e t u r n 0 ; / / n o t f o und
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26 }

িলংক িলʈ এর িকছু variation আেছ। ǯযমন doubly linked list এই িলংক িলʈ এর ʤধু
next না previous pointer ও থােক। এছাড়াও আেছ, circular িলংক িলʈ। এই িলʈ এর ǯশষ
next এ ǯকান terminal মান থােক না বরং এটা আবার ʤʡেক point কের থােক। ʠেখর কথা হেȏ
আমরা এখনআরআলাদা কের linked list বানাই না, STL এর vector ǯক এই কােজ বǫবহার কের
থািক, তেব এটা মেন রাখেত হেব ǯয এখােন মধǫখােন insert বা deleteআমােদর linked list এর
মত O

(
1
)
না। তেব dynamically memory allocation এর কাজ হেয় থােক।

৫.২ Stack
আিম িঠক জািন না Stack ǯক বাংলায় িক বেল তেব হয়েতা এেক ʉূপ বলা যায়। আমরা বেল থািক ǯয
কাগেজর ʉূপ জেম ǯগেছ বা থালার ʉূপ জেম ǯগেছ। এখােন ʉূপ আসেল ǯকমন িজিনস? আমরা যখন
একটার পর একটা থালা রািখ তখন ǯকমেন রািখ? নতুন যা থালা আেস তা সব থালার উপের রািখ,
আর যিদ একটা থালা িনই তাহেল উপর ǯথেক ǯনই। এটাই Stack। stack এ ǯকান িজিনস ɔেবশ
করান ǯক push এবং ǯকান িজিনস তুেল ǯনয়ােক pop বেল। এেক আমরা LIFO বা Last In First
Out বিল কারণ সবার পের ǯয ঢুেকেছ ǯসই আেগ ǯবর হেব। আমরা চাইেল একটা array এবং ǯহড
ǯক িনেদǮশ করার জɏ একটা pointer ǯরেখ খুব সহেজই stack বািনেয় ǯফলেত পাির। তেব এেত
সমʓা হলআমােদরআেগ ǯথেকই অেনক বড় array declare কের রাখেত হেব। অɏএকিট উপায়
হল linked list এর মাধǫেম করা। তেব এখনআমােদর জɏ STL এ stack ǯদওয়াই আেছ। stack
এর িবিভɈ implementation ǯকাড ৫.2 এ ǯদয়া হল।

Listing ৫.2 : stack.cpp

1 /∗ a r r a y im p l em e n t a t i o n ∗ /
2 s z = 0 / / i n i t i a l i z a t i o n
3 s [ s z ++] = d a t a ; / / push
4 r e t u r n s[−−s z ] ; / / pop and r e t u r n
5 i f ( s z ) / / c h eck wh e t h e r t h e r e i s s ome t h i n g i n s t a c k
6
7 /∗ l i n k e d l i s t i m p l em e n t a t i o n ∗ /
8 head = −1, s z = 0 ;

/ / i n i t i a l i z a t i o n
9 node [ s z ] = d a t a ; n e x t [ s z ] = head ; head = s z ++; / / push
10 r e t = node [ head ] ; head = n e x t [ head ] ; r e t u r n r e t ; / / pop & r e t u r n
11 i f ( head != −1)

/ / c h eck
12
13 /∗ STL ∗ /
14 # i n c l u d e<s t a c k>
15 u s i n g namespace s t d ;
16
17 s t a c k<i n t> S ; / / d e c l a r e , r e p l a c e i n t by

t h e t y p e you want
18 wh i l e ( ! S . empty ( ) ) S . pop ( ) ; / / i n i t i a l i z a t i o n a f t e r u s ed
19 S . push ( 5 ) ; / / push
20 S . t o p ( ) ; / / r e t u r n t o p e l emen t

, b u t d o e s n t pop
21 S . pop ( ) ; / / pop b u t d o e s n t

r e t u r n
22 S . s i z e ( ) ; / / s i z e o f t h e s t a c k
23 S . empty ( ) ; / / r e t u r n s 1 i f empty

এখনএতসাধারণ িজিনস বǫবহার কের ǯকমেনকিঠন সমʓা সমাধান করা সɥব? একটা উদাহরন
ǯদয়া যাক।
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৫.২.১ 0− 1matrix এ সব 1আলা সবেচেয় বড় আয়তেǹȴ

সমʓাঃ ধরা যাক একিট n × n ডাইেমনশন এর 0 − 1 matrix ǯদয়া আেছ। আমােদর এমন সব
আয়তেǹȴ ǯবর করেত হেব যার সবʝিল সংখǫা 1। এেদর মােঝ সবেচেয় বড় ǯǹȴফলিট িɔƴট করেত
হেব।

সমাধানঃ ɔথেম আমরা row এর উপর িদেয় loop চালাব। আমরা ধের ǯনব ǯয এই row ই
হল আমােদর আয়তেǹেȴর িনেচর বাʦ। ʠতরাং আমরা এখন এমন একিট আয়তেǹȴ ǯবর করেত
চাই যার িভতের সব ʝিল সংখǫা 1 এবং এর ǯǹȴফল সবেচেয় ǯবিশ। আমরা যা করব তা হল ɔিতিট
কলােম িগেয় ঐ row ǯথেক তার উপর িদেক যতʝিল 1আেছ তার count ǯবর করেত হেব। এর ফেল
আমরাআসেল n িট সংখǫা পােবা।আমােদর এমন একিট sub-range ǯবর করেত হেব যার ǰদঘǮǫ এর
সােথ এই sub range এ থাকা সংখǫা ʝিলর মােঝ সবেচেয় কমিট ʝন করেল ǯযই ʝনফল হয় তােক
maximize করেত হেব। আমরা যা করব তাহল ɔথেম একিট ফঁাকা stack িনব। এর পর array
এর ɔথম ʊান ǯথেক ʤʡ কের একিট কের সংখǫা িনব। যিদ আমােদর stack ফঁাকা থােক তাহেল ঐ
সংখǫা আর এই সংখǫা ǯয ɔথম ʊান এ আেছ তা stack এ push করব। আর যিদ ইেতামেধǫ িকছু
সংখǫা stack এ থােক তাহেল আমরা stack এর উপেরর element এর সােথ ǯদখব ǯয stack এ
থাকা সংখǫাআমােদর বতǮমান সংখǫার ǯথেক ǯছাট না বড়। যিদ বড় হয় তাহেলআেগর মতইএই সংখǫা
এবং এই ʊান stack এ রাখব।আর যিদ ǯছাট হয়, তাহেল stack ǯথেকএকিট একিট কের element
তুলেত থাকব যতǹণ নাআমরা ǯছাট সংখǫা পাই। ɔিতবারআমরা যা করব তা হল, ঐ ʊান ওআমােদর
বতǮমান ʊােনর মােঝর ʣরȮেকঐসংখǫা Ȼারা ʝনকরেত হেব।এখনএইʝনফলʝেলার মােঝ সবেচেয়
বড়টাই আমােদর উȳর। যখন আমরা আমােদর বতǮমান সংখǫার ǯথেক ǯছাট একিট সংখǫা পােবা তখন
আমরা সবǮেশষ ǯযই ʊান stack ǯথেক pop কেরিছলাম ǯসই ʊান ও আমােদর বতǮমান সংখǫা push
করেত হেব।

এখন ǯকন এই িজিনস কাজ করেব? একটু িচɂা করেল ǯদখেব ǯয, আমরা আসেল stack এ যা
রাখিছ তা হল, আমােদর বতǮমান ʊান ǯথেক কতʣর পযǮɂ কত height এর 1 পাওয়া যায় তা। আমরা
যখন stack ǯথেক একটা height তুেল ǯফলিছ কারণআমােদর নতুন ǯযই height ǯসটা ঐ height
হেত ǯছাট আর আমােদর পেǹ ঐ height এর সমান উচু আয়তেǹȴ আসেল বানান সɥব না। তাই
ঐ element ǯক তুেল ǯফলা হেȏ।

৫.৩ Queue

আমরা িকʞ queueশɚটাআমােদরভাষায় ɔায়ই বǫবহার কের থািক। ǯযমন বাসএরqueue, বǫাংক
এ িবল জমা ǯদবার queue. এখােন আসেল িক হয়? নতুন ǯয আসেব ǯস queue এর একদম ǯশেষ
দঁাড়ােব আর যিদ আমরা একজন ǯক ǯবর করেত চাই তাহেল ʤʡ ǯথেক ǯবর করব। এ জɏ এেক
FIFO বা First In First Out অথǮাৎ ǯয সবার ɔথেম ঢুেকিছল ǯসই সবার আেগ ǯবর হেব। ǯযমন
বােসর queue ǯত ǯয সবার আেগ এেসিছেলা ǯসই সবার সামেন থাকেব এবং বাস আসেল ɔথেমই
ǯস বােস ঢুকেব আবার নতুন ǯকউ আসেল ǯস সবার ǯশেষই দঁাড়ােব কাউেক িডিȊেয় সামেন যােব না।
একই রকম stack এর মত এর implementation এর জɏ আমরা array বǫবহার করেত পাির,
বা linked list ও বǫবহার করেত পাির। তেব STL এ queue নােম ডাটা ʔাকচার ǯদওয়াই আেছ।
queue এর িবিভɈ implementation ǯকাড ৫.3 এ ǯদয়া হল।

Listing ৫.3 : queue.cpp

1 /∗ a r r a y im p l em e n t a t i o n ∗ /
2 head = t a i l = 0 ; / / i n i t i a l i z a t i o n
3 q [ t a i l ++] = d a t a ; / / push
4 r e t u r n s [ head ++ ] ; / / pop and r e t u r n
5 i f ( head == t a i l ) / / c h e ck whe t h e r t h e r e i s s ome t h i n g i n s t a c k
6
7 /∗ STL ∗ /
8 # i n c l u d e<queue>
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9 u s i n g namespace s t d ;
10
11 queue<i n t> Q; / / d e c l a r e , r e p l a c e i n t by

t h e t y p e you want
12 wh i l e ( !Q . empty ( ) ) Q . pop ( ) ; / / i n i t i a l i z a t i o n a f t e r u s ed
13 Q. push ( 5 ) ; / / push
14 Q. f r o n t ( ) ; / / r e t u r n f r o n t

e l emen t , b u t d o e s n t pop
15 Q. pop ( ) ; / / pop b u t d o e s n t

r e t u r n
16 Q. s i z e ( ) ; / / s i z e o f t h e queue
17 Q. empty ( ) ; / / r e t u r n s 1 i f empty

৫.৪ Graph এর representation

Graph হল সহজ অেথǮ সɢকǮ। অেনক ধরেনর entity এর মােঝ সɢকǮ বুঝােত আমরা graph
বǫবহার কের থািক। ǯযমন িকছু আেগই আমরা ǯদেখ এেসিছ ǯয facebook এ কতʝিল মাʟেষর
মােঝ বɆুȮ এর সɢকǮ বুঝানর জɏ আমরা graph বǫবহার কেরিছ। এই ȅাফ িকʞ আমােদর ǯলখ
িচেȴর ȅাফ না। তেব এখােনও আঁকার িজিনস আেছ তেব ছক কাগেজর দরকার ǯনই :P তুিম ǯযসব
মাʟেষর মােঝ সɢকǮ িনণǮয় করবা তারা এক এক জন একিট কের node বা vertex। আমরা node
বা vertex বুঝােত একিট িবʯ এেক থািক। এখন ʣজন মাʟেষর মােঝ বɆুȮআেছ এটা িনেদǮশ করার
জɏ তােদর মােঝ লাইন ǯটেন থািক এেক edge বলা হয়। ǯতামরা লǹǫ করেল ǯদখেব একটা map
এ িবিভɈ শহেরর মােঝ রাʉা ǯরললাইন এসব িজিনস দাগ ǯকেট ǯদখােনা থােক। এসব ǯǹেȴ আমরা
শহর ʝিলেক vertex ও রাʉা ʝিলেক edge িহসােব কɰনা করেত পাির আর তাহেল আমােদর এই
িবশাল মǫাপ একটা ȅাফ হেয় যায় যা িবিভɈ শহেরর মােঝ রাʉার সɢকǮ ǯদখায়।

এখন ȅাফএর সমʓা সমাধােনর সময়আমােদর এইȅাফ ǯক ǯমমির ǯত রাখেত হেব।আমরা ǯতা
আর কিɢউটাের ছিব এেক রাখেত পাির না, আমােদর ǯক এই vertex ʝিলর একিট কের number
িদেত হয় আর ǯকান নাɤার এর সােথ ǯকান নাɤার vertex এর সɢকǮ আেস তা adjacency list
বা adjacency matrix এর সাহােজǫ রাখেত হয়। আমরা িকʞ ইেতামেধǫই এই ʣইিটর নাম আর
ǯকমেন করেত হয় তা ǯদেখ ǯফেলিছ!

আমােদর এই facebookএর উদাহরেন friendship িকʞmutual বা bidirectional অথǮাৎ
A যিদ B এর বɆু হয় তাহেল B ও A এর বɆু হেব। িকʞ অেনক সময় এই সɢকǮ bidirectional না
হেয় directional হেয় থােক। ǯযমন facebook এর follower. A যিদ B ǯক follow কের এর
মােন এই না ǯয B ও A ǯক follow করেছ। অথǮাৎ এখােন সɢকǮ এক তরফা। আমরা আেগর ȅাফ
ǯক বেল থািক undirected graph ও পেরর ʝিলেক directed graph. ɔথম ǯǹেȴ যিদ A ও
B এর মােঝ যিদ undirected edge থােক তাহেল A এর িলেʈ B ǯক এবং B এর িলেʈ A ǯক
রাখেত হয়। আর যিদ directed edge হয় তাহেল ʤধু A এর িলেʈ B ǯক রাখেলই হেব যিদ A এর
ǯথেক edge B এর িদেক হয়।

৫.৫ Tree

Tree একিট special ধরেনর ȅাফ ǯযখােন n িট vertex এর জɏ n − 1 িট edge থােক এবং
পুেরা ȅাফ connected থােক। connected থাকার অথǮ হল ঐ ȅােফর এক node ǯথেক অপর
node এ তুিম এক বা একািধক edge বǫবহার কের ǯযেত পারেব। যিদ আমরা node ǯক শহর আর
edge ǯক রাʉা মেন কির তাহেল বলা যায়, ɔিতিট শহর ǯথেকই অɏ সকল শহের যাওয়া যায়। এই
ȅােফর িকছু properties আেছ। ǯযমন এই ȅােফ ǯকান cycle নাই, অথǮাৎ তুিম যিদ ǯকান node
ǯথেক ʤʡ কর ǯকান edge ʣইবার বǫবহার না কের তুিম ǯকান মেতই ঐ node এ িফরেত পারেব না।
তুিম ǯকান একিট node ǯথেক অপর node এ সবসময় uniquely ǯযেত পারেব মােন ǯতামার যাবার
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রাʉা একটাই থাকেব (অবɹই তুিম এক রাʉা একািধক বার বǫবহার করবা না)। অেনক সময় একিট
special node ǯদয়া থােক যােক বলা হয় root. এেǹেȴ tree এর edge ʝিলেক directed ভােব
কɰনা করা হয়। edge এর direction হেব root ǯথেক ǯকান node এ ǯযেত হেল ঐ edge িদেয়
তুিম ǯযিদেক যাবা ǯসিদক। ǯতামরা চাইেল root ǯক ধের ঐ tree ǯক ঝুিলেয় িদেত পার। তাহেল
উপর ǯথেক িনেচর িদেক হেব ঐ edge ʝিল। ǯকান edge এর উপেরর node ǯক parent বলা হয়,
আর িনেচর node ǯক ঐ parent এর child বলা হয়। ǯকান node এর parent এর অɏাɏ child
ǯক এই node এর sibling বেল। যিদ ǯকান node ǯথেক তুিম উপের root এর িদেক ǯযেত থােকা
তাহেল পেথ ǯযসব node পাবা তােদর ancestor বেল। ǯকান node ǯথেক উপের না উেঠ ʤধু িনেচ
নামেত থাকেল ǯযসব node পাওয়া যায় তােদর descendant বেল। tree এর ǯǹেȴ level নােম
একটা টামǮ আেছ, এই টামǮ ǯথেক বুঝা যায় ǯকান একিট node আমােদর root ǯথেক কত গভীের
আেছ। আমরা বেল থািক root আেছ level 0 ǯত, এর এক ধাপ িনেচর ʝিল level 1 এ। আমরা
অেনক সময় level এর পিরবেতǮ depth ও বেল থািক। একিট tree এর সবেচেয় গভীেরর node
যিদ h− 1 depth এ থােক তাহেল আমরা ǯসই tree এর height h বেল থািক।

ǯযেহতু tree এক ধরেনর ȅাফ ǯসেহতু তুিম একিট ȅাফ ǯক adjacency matrix বা list এর
মাধǫেম ǯযভােব represent কেরেছা ǯসভােব করা যায়। িকʞ tree এর আলাদা ǰবিশɾǫ এর জɏ
এেক অɏআরও ভােবও ɔকাশ করা যায়।

Child List এটা িকছুটা directed graph এ adjacency list এর মত। আমরা ɔিতিট node
এর child িলʈ রাখব। আমরা চাইেল ǯযেকােনা node ǯথেক ʤʡ কের ʤধু িনেচর িদেক
ǯযেত পাির। এই representation এর ǯǹেȴ ǯবিশ ভাগ সময়আমরা root ǯথেক ʤʡ কের
িনেচর িদেক ǯযেত থািক। এেক আমরা top down representation বলেত পাির।

Parent link এেǹেȴআমরা ɔিতিট node এর parent ǯরেখ থািক। এই representation এর
ǯǹেȴ আমরা উপর ǯথেক িনেচ ǯযেত পাির না। িকʞ ǯকান একটা node ǯথেক উপের উঠেত
পাির। এেক আমরা bottom up representation বলেত পাির।

অেনক সময়আমােদর Child list ও Parent link ʣইিটই একই সােথ দরকার হেয় থােক। যিদ
ɔিতিট node এর খুব ǯজার ʣইিট child থােক তাহেল ǯসই tree ǯক binary tree বলা হয়।আমরা
ছিব আঁকার সময় ǯয child ǯক বাম িদেক রািখ তােক left child ও অপরিটেক right child বেল।
এছাড়াও tree সɢিকǮত আরও অেনক termআেছ আমরা ধীের ধীের ǯসসব জানব।

৫.৬ Binary Search Tree (BST)

এই binary tree এর ɔিতিট nodeএএকিট কের মান থােক। এখন মান ʝিল এমন ভােব থােক ǯযন
এর left subtree এর সকল মান ১ এই node এ থাকা মান ǯথেক ǯছাট হয় আর right subtree
এর সকল মান এর ǯথেক বড় হয়। আমরা link list এর মত কের এই িজিনস বানােত পাির। ǯসেǹেȴ
ɔিতিট node এ আমােদর ʣইিট link এর দরকার হেব, একিট left child এর জɏ অপরিট right
child এর জɏ। অেনক সময় parent এর জɏওআলাদা link রাখা হয়। একিট Binary Search
Tree ǯত ǯকান একিট সংখǫা আেছ িকনা তা খুঁেজ ǯবর করা ǯবশ সহজ। তুিম ǯকান একিট node
এ িগেয় ǯদখবা ǯয তুিম ǯযই সংখǫা খুঁজছ ǯসটা এখােন থাকা সংখǫার ǯথেক ǯছাট না বড়। যিদ সমান
হয় তাহেল ǯতা ǯপেয়ই ǯগলা, আর যিদ ǯছাট হয় তাহেল বাম িদেক যাবা আর বড় হেল ডান িদেক
যাবা। এরকম কের তুিম insert ও করেত পারবা। delete করা একটু কিঠন। অেনক সময় ǯɔাȅািমং
কেƴটেʈআমরা সিতǫকার ভােব delete না কের ɔিতিট node এ একিট কের flag রািখ। delete
করেল ǯসই flag ǯক আমরা off কের িদেলই হয়।

এখন কথা হল, একটা array ǯত সংখǫা না ǯরেখআমরা এরকম treeআকাের সংখǫা রাখেল লাভ
িক? ǯখয়াল কর, একিট সংখǫা খুঁজার সময় আমরা যখন একিট node এ থাকা সংখǫার সােথ আমার
সংখǫােক তুলনা কির তখন ǯসই তুলনার িভিȳেতআমরা একিদক বাদ িদেয়আেরক িদেক ǯযেত পাির।

১subtree হল মূল tree এর একিট অংশ
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এখন এই ভাগা ভািগ যিদ িঠক অেধǮক হয় তাহেল আমরা ɔিতবার অেধǮক সংখǫা বাদ িদেত পাির। িঠক
আমােদর িশেখ আশা binary search এর মত। তাহেল আমরা যিদ িঠক অেধǮক অেধǮক কের রাখেত
পাির তাহেলআমরা O

(
logn

)
এই সাচǮ করেত পারব। তাহেলআমােদর binary search এর সােথ

এর পাথǮকǫ কই? ǯখয়াল কর, binary search এ আমরা িকʞ ǯকান একিট সংখǫা ǯক insert বা
delete করেত পাির না। িকʞআমরা আমােদর এই BST ǯত ǯকান সংখǫা insert বা delete করেত
পাির। িকʞ একটু ভাবেল বুঝবা ǯয সাধারণ ভােব ɔেবশ করােল িকʞ আমােদর BST অেনক লɤা হেয়
ǯযেত পাের, ǯযমন 1 এর ডােন 2, 2 এর ডােন 3 এরকম কের n পযǮɂ যিদ সংখǫা থােক তাহেল িকʞ
O
(
n
)
সময় ǯলেগ যােব। যােত এরকম সমʓা না হয় ǯসজɏআমােদর BST ǯক balance কের িনেত

হয় ǯযন tree এর height ǯবিশ বড় না হয়। এরকম ধরেনর িকছু ডাটা ʔাকচার আেছ ǯযমন AVL
Tree, Red Black Tree, Treap ইতǫািদ। ǯতামরা চাইেল এসব িজিনস internet এ ǯদখেত
পার।

৫.৭ Heap বা Priority Queye

এিটও এক ধরেনর binary tree. আরও ʤȼ ভােব বলেত হেল complete binary tree. এই
tree এর ǯশষ level বােদ ɔিতিট level এ সবǮেȎা সংখǫক node থাকেব। ʤধু ǯশষ ǯলেভলিট
পূণǮ নাও হেত পাের, তেব ǯসেǹেȴও বাম ǯথেক ডান িদেক node ʝিল সাজােনা থােক। িচȴ ?? এ
ǯতামােদর জɏ একিট heap ǯদয়া আেছ।

নকশা ৫.২: Heap

Heap ʣই রকম হেত পাের, Max Heap, Min Heap. Max Heap এর ǰবিশɾǫ হেȏ ǯকান
node এ থাকা মান তার ǯযেকােনা descendant এর ǯথেক বড় হেব। অথǮাৎ root এ এই heap
এর সবেচেয় বড় মান থাকেব, তার left child এ থাকেব left subtree এর মােঝর সবেচেয় বড়
মান এরকম। আশা কির বুঝেতই পারছ Min Heap িক রকম হয়। যিদ ǯকান heap এ n িট node
থােক তাহেল ǯসই heap এর height logn হয়। আমরা এই ডাটা ʔাকচারিট তখন বǫবহার কের
থািক যখন আমােদর অেনকʝিল মান এেক এেক আসেত থােক এবং আমােদর মােঝ মােঝ সবেচেয়
বড় মানিট দরকার পের এবং এই বড় মানিট সিরেয় ǯফলেত হয়। ফেল পের যখন আবােরা সবেচেয়
বড় মান এর দরকার হয় তখন এর পরবতǮী বড় মানিট িদেত হয়। ǯযমন িচȴ ?? এ আমােদর সবেচেয়
বড় মান চাইেল 100 িদেত হেব, এর পের আবােরা বড় মান চাইেল 36 িদেত হেব এরকম। একটু
মেন মেন ভাব ǯতা ǯতামােদর যিদ একিট heap বানােত বিল ǯকমেন ǯকাড করেব? যিদ ǯভেব থােকা
link list এর মত কের link ǯরেখ ǯরেখ তাহেল ǯতামরা িঠক ǯভেবছ। িকʞ এর ǯথেকও সহজ উপায়
আেছ (এবং এর drawback ও আেছ!)। ǯতামরা যিদ আেগর মত left child link ও right child
link ǯরেখ ǯরেখ কর এবং dynamically memory assign কর তাহেলআেগ ǯথেকআমােদর বড়
array declare করার দরকার হয় না। িকʞ যিদআমরা বড় array declare কের করেত চাই তাহেল
একটা সহজ উপায় আেছ। িচȴ ?? এ আমরা heap এর জɏ array ǯকমেন indexing করেল সহজ
হয় তা ǯদখালাম। ǯখয়াল করেল ǯদখেব, ǯকান একিট node এর index যিদ i হয় তাহেল এর left
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child এর index হেব 2i এবং এর right child এর index হেব 2i+ 1. তাহেল ǯদখ ʠɄর কের
পর পর level by level আমােদর index হেয় যােব। যিদ ǯকান node i এ ǯথেক তার parent এ
ǯযেত চাও তা অেনক সহেজ i/2 কের ǯযেত পারেব, মেন ǯরখ এখােন integer division হেȏ।

নকশা ৫.৩: Heap array numbering

Heap এ insert করা খুব সহজ। যিদ heap এ ইেতামেধǫ n টা সংখǫা থাকেল নতুন সংখǫা
ǯতামরা n + 1 এ বসাও। এর পর তুিম parent িদেয় root পযǮɂ ǯযেত থাকেব, যিদ ǯদখ parent
ǯতামার ǯথেক ǯছাট তাহেল swap করেব, এরকম যতǹণ না ǯতামার parent ǯতামার ǯথেক বড় না
হয় ততǹণ এই কাজ করেলই হেব। ǯযেহতু আমােদর height logn ʠতরাং আমােদর insertion
এ সময় লাগেব O

(
logn

)
. যিদ Max Heap হেত এর root অথǮাৎ সবেচেয় বড় সংখǫা remove

করেত চাও তাহেল যা করেত হেব তা হল এর ǯশষ সংখǫা ǯক এেন root এ বসােত হেব। এর পর
ǯদখেত হেব ǯতামার left child বড় না right child. ওেদর ǯযিট বড় তা যিদআবার ǯতামার ǯথেকও
বড় হয় তাহেল তার সােথ swap কর এবং এভােব িনেচ নামেত থােকা। এভােব O

(
logn

)
এআমরা

সবেচেয় বড় সংখǫা ǯক remove করেত পাির। একটু িচɂা করেল ǯতামরা ǯকান একিট node ǯক
modify বা remove ও করেত পারেব। িকʞ একটা িজিনস ǯখয়াল রাখেব, এখােন িকʞ ǯকান একিট
সংখǫা খুব ʲত খুঁেজ পাওয়া সɥব না। ǯতামােক ǯকান সংখǫা খুজেত হেল সবʝেলা node এ ǯতামােক
ǯচক করেত হেত পাের worst case এ।

Heap ǯক আমরা কখনও কখনও priority queue বেল থািক। আমরা queue এর উদাহরন
িদেত বাস এর লাইন এর কথা বেলিছলাম, এখন মেন কর, বােসর লাইন ওরকম আেগ আসেল আেগ
যােবন এরকম না হেয় ǯক কত গɏমাɏ বǫিǷ তার উপর িভিȳ কের হেব। অথǮাৎ এটা হল priority
queue. যত জন মাʟষ আেছ তােদর মােঝ ǯসই যােব যার priority সবেচেয় ǯবিশ। এই িজিনসই
িকʞ আমােদর heap. STL এ priority queue বািনেয় ǯদয়া আেছ। ǯকাড ৫.4 এ ǯতামােদর এই
STLএর বǫবহার ǯদখােনা হল। ǯতামরা চাইেল ʤধু int না ǯকান structureএরওpriority queue
বানােত পার তেব ǯসেǹেȴ ǯতামােদর operator overload করেত হেব।

Listing ৫.4 : priority queue.cpp

1 # i n c l u d e<p r i o r i t y q u e u e >
2 u s i n g namespace s t d ;
3
4 p r i o r i t y q u e u e <i n t> PQ ; / / d e c l a r e a max heap
5 PQ . push ( 4 ) ; / / i n s e r t
6 PQ . t o p ( ) ; / / maximum e l eme n t
7 PQ . pop ( ) ; / / pop max
8 PQ . s i z e ( ) ; / / r e t u r n s s i z e o f heap
9 PQ . empty ( ) ; / / r e t u r n s 1 i f heap i s empty
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৫.৮ Disjoint set Union

মেন কর ǯতামােক িকছু ǯকাɢািনর নাম ǯদয়া আেছ। ɔথেম সব ǯকাɢািনর মািলক আলাদা আলাদা।
এর পর এেক এেক বলা হেব ǯয অমুক ǯকাɢািনর মািলক অমুক ǯকাɢািন িকেন িনেয়েছ। মােঝ মােঝ
ɔɶ করা হেব ǯয, এই ǯকাɢািনর মািলক ǯক? বা এই ǯকাɢািনর মািলকআসেল কত ʝিল ǯকাɢািনর
মািলক? বা ǯস যত ǯকাɢািন Ǹয় কেরেছ তােদর মােঝ সবেচেয় ǯবিশ ǯলাকজন কাজ কের ǯকান
ǯকাɢািনেত এরকম নানা ɔɶ করা হেত পাের। এই সব ǯǹেȴ Disjoin Set Union ডাটা ʔাকচার
বǫবহার কের সমাধান করা সɥব। এেক অেনেক Union Find ও বেল থােক।

এই ডাটাʔাকচার এরজɏআমােদর একিট মাȴ arrayআেছ p. p[i]এর মােন হল i ǯকাɢািনর
মািলক হল p[i] ǯকাɢািনর মািলক। ɔথেম সকল iএরজɏ p[i] = i. এর পের কখনও যিদ ǯতামােক
বেল a ǯকাɢািনর মািলক ǯক? তখন তুিম এর p[a] ǯদখেব যিদ এিট aএর সমান হয় তাহেল ǯতা হেয়ই
ǯগল আর না হেল তার p[] ǯদখেব, এরকম কের চলেত থাকেব। এখন কথা হল এেত ǯতা অেনক সময়
লাগার কথা, যিদআমােদর p[]এর array টা এমন থােক ǯয, p[1] = 2, p[2] = 3, . . . p[n−1] = n
তাহেল যিদ a = 1 হয় তাহেল ɔিতবার O

(
n
)
সময় লাগেব। এখন ǯখয়াল কর তুিম যিদ একবার 1

এর জɏ বুেঝ যাও ǯয n হল আসল মািলক তাহেল িক তুিম p[1] = n িলখেত পার না? একই ভােব,
তুিম 1 এর মািলক খুঁজার সময় 2, 3, . . . n − 1 এর িভতর িদেয় িগেয়ছ এবং সব ǯশেষ তুিম ǯজেনছ
ǯয ǯতামােদর সবার মািলক হল n ʠতরাং এখন তুিম চাইেল সবার মািলক পিরবতǮন কের n কের িদেত
পার। এেত কের ǯকান ǹিত নাই, বরং তুিম এতǹণ ǯয অেনক বড় chain পার কের ǯয ǯস আসল
উȳর ǯবর করছ এখন আর ওত বড় chain িডȊােত হেব না। এেক আমরা Find বেল থািক। Find
এর ǯকাড ৫.5 এ ǯদখেত পার।

Listing ৫.5 : union find.cpp

1 i n t p [ 1 0 0 ] ; / / i n i t i a l l y p [ i ] = i ;
2
3 i n t F i nd ( i n t x )
4 {
5 i f ( p [ x ] == x ) r e t u r n x ;
6 r e t u r n p [ x ] = F i nd ( p [ x ] ) ;
7 }
8
9 vo i d Union ( i n t a , i n t b )
10 {
11 p [ F i nd ( b ) ] = F i nd ( a ) ;
12 }

এখন আশা যাক, a এর মািলক যিদ b এর মািলক ǯক িকেন ǯনয় তাহেল িক করেব? যিদ ǯভেব
ǯদখ ǯয, p[b] = a করেব তাহেল ভুল। কারণ b িকʞ ǯকাɢািনর মািলক না। b ǯকাɢািনর মািলক ǯক?
এই ǯয িকছু ǹণ আেগ ǯবর করা হলঃ Find(b). ʠতরাং আমরা যা করব তা হল, p[Find(b)] = a
এর মােন হল b এর মািলক এখন a এর Ȼারা িনয়িɎত। ǯতামরা চাইেল p[Find(b)] = Find(a) ও
করেত পার। এেক Union বেল। এর ǯকাডও ৫.5 এ আেছ।

৫.৯ Square Root segmentation

একটা ǯছাট সমʓা িদেয় ʤʡকির। মেন কর 0 হেত n−1পযǮɂ nিট দান বাǴআেছ। ɔথেম ɔিতিটেত
0 টাকা কেরআেছ। একজন কেরআেসআের i তম বােǴ t টাকা দান কের চেল যায়। মােঝ মােঝ ǯতা-
মােক িজȘাসা করা হেব ǯয i হেত j পযǮɂ বাǴʝিলেত ǯমাট কত টাকা আেছ। তুিম কত efficiently
এই সমʓা সমাধান করেত পারেব? এখন খুব সাধারণ একিট সমাধান হল i বােǴ টাকা রাখেত হেল ঐ
বােǴর টাকার পিরমাণ বািড়েয় ǯদবঃ amount[i]+ = tআরquery করেল i হেত j পযǮɂ amount
ǯযাগ করব। িকʞ এখােন update অপােরশন মাȴ O

(
1
)
সময় িনেলও query অেপেরশন worst

case এ O
(
n
)
সময় িনেব। তাহেল আমােদর এেǹেȴ query এর জɏ সময় update এর সময়
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ǯথেক ǯবিশ। এখন সব ʝিল সংখǫা না ǯযাগ কের ǯকমেন আমরা অেনক সংখǫার ǯযাগফল ǯবর কর-
ǯত পাির? যিদ আমরা 0 হেত x বাǴেত থাকা টাকার পিরমাণ total[x] এ রািখ তাহেল খুব সহেজই
total[j] − total[i − 1] কের i হেত j বােǴ থাকা ǯমাট টাকার পিরমাণ ǯপেয় ǯযেত পাির (i = 0
এর ǯǹেȴ একটু সাবধানতা অবলɤন করেত হেব), এেǹেȴ আমােদর query হেয় যায় O

(
1
)
. িকʞ

এই ǯয total[x] এটা িনণǮয় এর জɏআমােদর i এ t টাকা update এর সময় i হেত n পযǮɂ total
এর পিরমাণ t কের বৃিȼ করেত হেব। অথǮাৎ এেǹেȴআমােদর update হেয় যােব O

(
n
)
. আমােদর

আসেল এর মাঝামািঝ ǯকান একিট পȼিত অবলɤন করেত হেব, ǯযন ǯকানিটই ǯযন খুব বড় না হেয়
যায়। ɔথম পȼিতেত আমােদর update এ অেনক কম সময় ǯলেগেছ কারণ আমরা খুব ǯছাট একিট
জায়গায় পিরবতǮন কেরিছ, আবার িȻতীয় পȼিতেতআমােদর query করেত কম সময় ǯলেগেছ কারণ,
অেনক ʝিল সংখǫার ǯযাগফল আমরা এক জায়গায় ǯরেখিছলাম। আমরা ǯযটা করেত পাির তা হল, 0
হেত x পযǮɂ সকল সংখǫার ǯযাগফল একȴ কের না ǯরেখ িকছু িকছু কের সংখǫার ǯযাগফল একȴ কের
রাখব। ধরা যাক এই িকছুর পিরমাণ হল k. অথǮাৎ, ɔথম k িট সংখǫা (0 হেত k − 1 বােǴর টাকার
পিরমাণ) একেȴ sum[0] এ থাকেব, িȻতীয় k িট সংখǫার ǯযাগফল (k হেত 2k − 1 বােǴর টাকার
পিরমাণ) একেȴ sum[1] এ থাকেব এরকম কের ɔিত k িট করা সংখǫার ǯযাগফল একেȴ থাকেব।
তুিম যিদ একটু ভােলা কের িচɂা কর তাহেল ǯদখেব i তম ʊােনর সংখǫা আসেল sum[i/k] এ থােক।
ʠতরাং update অপােরশেনর সময় ǯতামােক amount[i] বৃিȼর সােথ সােথ sum[i/k] ǯকও বা-
ড়ােত হেব। ʠতরাং আমােদর update হয় O

(
1
)
সমেয়। query এর সময় আমরা আলাদা আলাদা

কের ǯযাগ না কের ǯবিশর ভাগ ʊান এভােব ʝȏ ʝȏ কের ǯযাগ করব। এখন ধরা যাক আমােদর বলা
হল i হেত j পযǮɂ ǯযাগ করেত হেব। এখন i আেছ x = i/k ǯত আর j আেছ y = j/k এ। এখন
যিদ ǯদখা যায়, x = y তাহেল আমরা i হেত j পযǮɂ একিট loop চালাব, যিদ তারা আলাদা আলাদা
range এ হয় তাহেল, i হেত x range এর ǯশষ পযǮɂ ǯযাগ করব, j range এর ʤʡ হেত j পযǮɂ
ǯযাগ করবআর x+1 হেত y−1 sum ʝিল ǯযাগ করব।x range এর ʤʡর মাথা হল kxএবং ǯশষ
মাথা হল k(x + 1) − 1. ɔথম ʣইিট ǯযাগ করেত আমােদর খুব ǯজার 2k অপােরশন লাগেব, আর
sum ʝিলর ǯযাগ করেতআমােদর n/k িট ǯযাগ করেত হেত পাের, কারণ ǯযেহতু ɔিতিট range এর
সাইজ k ʠতরাং আমােদর ǯমাট range এর সংখǫা n/k. তাহেল আমােদর update এর জɏ সময়
লাগেব, O

(
k + n/k

)
. ǯতামরা যিদ কǫাল˄লাস ǯজেন থােকা বা inequality িনেয় একটু ঘাটাঘািট

কের থােকা তাহেল জােনা এই মানিট সবǮ িনɡ হেব যিদ k =
√
n হয়। এবং এই ǯǹেȴ query অপা-

ǯরশেনর জɏ O
(√

n
)
সময় লােগ। O

(
n
)
এর তুলনায় O

(√
n
)
িকʞ অেনক কম! এই পȼিতেকই

Square Root Segmentation বলা হয়।
ǯতামরা িচɂা কের ǯদখেত পার, আমােদর update অপােরশেন ʤধু i ǯক t পিরমাণ না বািড়েয়

যিদ বলা হয় i হেত j পযǮɂ সবাইেক t পিরমাণ বাড়ােত হেব তাহেল িক সমাধান করেত পারেত? এই
সমʓার সমাধানও আেগর সমʓার মতই তেব ɔিত range এর জɏ এেǹেȴ আলাদা আেরকটা
variable রাখেত হেব যা িনেদǮশ করেব এই range এর সকল amount এর সােথ অিতিরǷ কত
ǯযাগ করেল তুিম আসল টাকার পিরমাণ পােব। আশা কির এতǹেণ বুঝেত পারছ ǯয update এর
সময় range ʝিলর িভতের িভতের িগেয় ɔিতিটেক না বািড়েয় তুিম ঐ নতুন variable এর মান ʤধু
বািড়েয় িদেলই হেয় যােব! এেǹেȴ ǯতামার update এর জɏ ও O

(√
n
)
সময় লাগেব।

৫.১০ Static ডাটায় Query
এরআেগ যা আেলাচনা করলাম তােত আমরা query কির, update কির। িকʞ যিদ ǯকান update
না করা লােগ? অথǮাৎ, ɔথেমই array এর সকল সংখǫা িদেয় ǯদয়া হেব ǯতামােক এর পের query
এর উȳর িদেত হেব। আেগর ডাটায় ǯকান রকম পিরবতǮন হেব না। এটা যিদ sum এর জɏ query
হয় তাহেল ǯতা খুবই ǯসাজা, ǯতামরা 1 হেত i পযǮɂ ǯযাগফল ǯবর কের রাখেব, এর পর ǯতামােক যিদ
বেল i হেত j এর ǯযাগফল কত? তাহেল 1 হেত j এর ǯযাগফল ǯথেক 1 হেত i− 1 এর ǯযাগফল বাদ
িদেলই O

(
1
)
সমেয় উȳর িদেত পারেব ɔিত query এর। এবং এর জɏ preprocessing সময়

লাগেব O
(
n
)
.

িকʞ আমােদর query যিদ sum না হেয় max বা min হয়? একিট উপায় হল আেগর মত
Square Root Segmentation বǫবহার করা। ǯসেǹেȴ আমােদর preprocessing সময় লা-
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গেব O
(
n
)
আর query এর জɏ সময় লাগেব O

(√
n
)
. Tarjan এর একিট িবখǫাত research

আেছ এই বǫপাের, ǯস preprocessingO
(
n
)
সমেয় এবং query O

(
1
)
সমেয় করেত পাের, তেব

ǯসই method িট ǯবশ complex. ǯতামরা চাইেল পেড় ǯদখেত পার এই বǫপাের internet এ।
আমরা এখন ǯযই method ǯদখব তােত আমােদর preprocessing সময় লাগেব O

(
n logn

)
আর query সময় লাগেব O

(
1
)
. ǯযেহতু max এবং min ǯবর করার method ɔায় একই আমরা

এখােন max ǯবর করব। সংেǹেপ এই পȼিতিট হেব এরকমঃ

১. ɔথেম আমরা ɔিত 1 সাইেজর segment এর max ǯবর করবঃ [1, 1], [2, 2], [3, 3], . . .

২. এরপরআমরাɔিত 2সাইেজর segmentএরmax ǯবরকরবঃ [1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5] . . .

৩. এরপরআমরাɔিত 4সাইেজর segmentএরmax ǯবরকরবঃ [1, 4], [2, 5], [3, 6], [4, 7] . . .

৪. এরপরআমরাɔিত 8সাইেজর segmentএরmax ǯবরকরবঃ [1, 8], [2, 9], [3, 10], [4, 11] . . .

৫. এভােব i তম ধােপ আমরা 2i সাইেজর segment এর max ǯবর করবঃ [1, 2i], [2, 2i +
1] . . ..

এভােব চলেত থাকেব যতǹণ 2i ≤ n হয় অথǮাৎ i ≤ logn. এখন মেন কর আমরা x হেত ʤʡ
কের 2i সাইেজরmax ǯকমেন ǯবর করব? খুব সহজ, x হেত ʤʡ কের 2i সাইেজরmax হেব x হেত
ʤʡকের 2i−1 সাইেজরmax এবং x+2i−1 হেত ʤʡকের 2i−1 সাইেজরmax এই ʣইিট সংখǫার
max এর সমান। অথǮাৎ, table[i][x] = max(table[i − 1][x], table[i − 1][x + (1 << i)].
ɔিত ধােপআমােদর O

(
n
)
সময় লাগেছ। ǯযেহতু সবǮেমাট O

(
logn

)
িট ধাপআেছ ʠতরাং আমােদর

ǯমাট সময় লাগেবO
(
n logn

)
. এখন ǯতামােক যিদ িজȘাসা কের i হেত j এরmaxকত? ǯতামােক

সবেচেয় ǯছাট x ǯবর করেত হেব ǯযন 2x ≤ j−i+1 হয়। এিট তুিম চাইেল একিট loop চািলেয় ǯবর
করেত পার ǯসেǹেȴ O

(
logn

)
সময় লাগেব, তেব ǯতামরা ɔথেমই যিদ একিট array বানােত পার

ǯযখােন ɔিতিট সংখǫার জɏ এই মান ǯবর করা থােক, তাহেল ǯসই array বǫবহার কের ǯতামরা খুব
সহেজইO

(
1
)
এ xএর মান িনণǮয় করেত পারেব। তাহেলmax(table[x][i], table[x][j−(1 <<

x) + 1]) ই হল আমােদর কািȍত মান।

৫.১১ Segment Tree
Binary Search Tree ǯকাড করা ǯবশ কɾকর বǫাপার। ǯস তুলনায় এরই জাত ভাই Segment
Tree অেনক ভȹ। জাত ভাই এই অেথǮ ǯয এখােনও BST এর মতই insert, delete, update
ইতǫািদ অপােরশন করা যায় তেব এেǹেȴ আমােদর সংখǫাʝিল 1 হেত n এর মােঝ সীমাবȼ থােক।
ʤধু সংখǫা insert বা delete না, ǯকান একিট index এ চাইেল আিম িকছু সংখǫা রাখেত পাির বা
একিট rangeএআমরা query ওকরেতপাির। তেব ʦটকের মােঝ নতুন একিট index বিসেয় িদেত
পারব না। অথǮাৎ তুিম যিদ চাও ǯয 1আর 2 এর মােঝ নতুন একিট িজিনস বসােব তা হেব না। তাহেল
এরসাহােযǫ িক িককরা যায়? একটা ǯছাট খােটা তািলকা বানােনা যাকঃ ǯকানএকিট rangeএquery
ǯযমনঃ সংখǫা ʝিলর ǯযাগফল, সবেচেয় বড় সংখǫা, ǯজাড় সংখǫা ʝিলর ǯযাগফল ইতǫািদ; ǯকান একিট
সংখǫােকপিরবতǮন করা; ǯকানএকিট rangeএরɔিতিট সংখǫােক updateকরা ǯযমনঃ িনিদǮɾ সংখǫা
ǯযাগ করা ইতǫািদ। এিট ǯকাড করা তুলনামুলকভােব অেনক সহজ। সাধারনত Segment Tree
ববǫবহার কেরআমরা ǯযসব সমʓা সমাধান করেত পাির Square Root Segmentation বǫবহার
কেরও করেত পাির। তেব Square Root Segmentation এর ǯǹেȴ আমােদর complexity
হয় O

(√
n
)
আর Segment Tree এর ǯǹেȴ হয়O

(
logn

)
। Square Root Segmentation

এর ǯǹেȴআমরা একিট সমʓা িনেয়আেলাচনা করিছলাম, আমােদর update হল array এর একিট
ʊােন একিট সংখǫা ǯযাগ করা আর query হল array এর ǯকান একিট range এর ǯযাগফল িɔƴট
করা। আমরা এই ǯসকশেন ǯদখব ǯকমেন এই সমʓায় update ও query ʣিটই Segment Tree
বǫবহার কের O

(
logn

)
সমেয় করা যায়।
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৫.১১.১ Segment Tree Build করা
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নকশা ৫.৪: Segment Tree Build

n = 8 এর জɏ Segment Tree িচȴ ৫.৪ এ ǯদখােনা হল। আপাতত লাল সংখǫাʝিলেক বাদ
দাও।আমােদর কােছ ǯমাট 8 িট জায়গাআেছ [1, 8]।আমরা যা করব তা হল এইজায়গা ʝিলেক সমান
ʣই ভােগ ভাগ করবঃ [1, 4] এবং [5, 8]. যিদ আমােদর কােছ [L,R] এরকম একিট range থােক
তাহেল এেক ʣই ভাগ করেল দঁাড়ােব [L,mid] এবং [mid + 1, R] ǯযখােনmid = (L + R)/2

(এখােন িকʞ integer division হেȏ)।এখনএভােবআমরা সকল range ǯকʣইভােগভাগকরেত
থাকব যতǹণ না আমােদর segment এ একিট মাȴ সংখǫা থােক, অথǮাৎ◌ঃ L = R. মেন কর না
ǯয আমােদর ǯদখােনা segment tree ǯত n একিট 2 এর power বেল এটা সɥব হেয়েছ। যিদ
n = 3 হয় তাহেল আমােদর ɔথম segment [1, 3] ǯক ভাȊেল আমরা পােবা [1, 2] ও [3, 3] এবং
[1, 2] ǯক ভাȊেল [1, 1] ও [2, 2]। এখন কথা হল, আমরা ǯতা খুব ʠɄর কের কাগেজ কলেম ছিব
এেক ǯফললাম িকʞ এটা ǯকাড এ করব ǯকমেন? এবার লাল সংখǫা ʝিল ǯখয়াল কর। আমরা ɔিতিট
segment এর একিট কের নাɤার িদেয়িছ। ছিবর মত কের নাɤার ǯদয়ার একটা িবেশষȮ আেছ।
ǯখয়াল করেল ǯদখেব, ǯকান নাɤার x এর বােম িনেচ (left child) সবসময় 2x এবং ডােন িনেচ
সবসময় 2x+1 থােক।আবার তার উপের (parent) x/2 হয়। এই িȠক খািটেয়আমরা খুব সহেজই
একটা segment tree বানােত পাির। ǯকাড ৫.6 এ িকভােব একিট Segment Tree বানােনা যায়
তা ǯদখােনা হল। এখােনআমােদর ɔেয়াজন মত ǯকাড পিরবতǮন করেত হেব। ǯযমন যিদ বলা থােক ǯয
আমােদর পুেরা segment ɔথেম ফঁাকা তাহেলআমরা 0 Ȼারা initialize করব।আবার অেনক সময়
আমােদর বলা থােক ǯকান ঘের কত সংখǫা আেছ, ǯসেǹেȴ আমরা একদম ǯশষ segment এ িগেয়
সিঠক সংখǫা বসাব বা িফের এেস সিঠক ǯযাগফল রাখব (sum[at] = sum[at * 2] + sum[at *
2 + 1]). ǯখয়াল করেল ǯদখেব আমােদর tree এর ɔথম level এ আেছ মাȴ 1 িট node, িȻতীয়
level এ আেছ মাȴ 2 িট, এর পের 4 িট, এরকম কের 8, 16 . . . n িট node, যা ǯযাগ করেল দঁাড়ায়
2n. ʠতরাং আমােদর time complexity O

(
n
)
.

Listing ৫.6 : segmentTreeBuild.cpp
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1 vo i d b u i l d ( i n t a t , i n t L , i n t R )
2 {
3 / / do i n i t i a l i z a t i o n l i k e : sum [ a t ] = 0
4 i f ( L == R)
5 {
6 / / m igh t need t o do , s ome t h i n g l i k e : sum [ a t ] = num [L ]
7 r e t u r n ;
8 }
9 i n t mid = (L + R) / 2 ;
10 b u i l d ( a t ∗ 2 , L , mid ) ;
11 b u i l d ( a t ∗ 2 + 1 , mid + 1 , R) ;
12 / / do i n i t i a l i z a t i o n l i k e : sum [ a t ] = sum [ a t ∗ 2 ] + sum [ a t ∗ 2

+ 1] e t c .
13 }

Segment Tree এর ǯǹেȴ Time Complexity এর ǯথেকও important বলা যায় Space
Complexity. কারনঅেনেকইভুল সাইেজর array declareকরারজɏRunTimeError ǯপেয়
থােক। সবসময় মেন রাখেব, ǯতামার n যত িঠক তার 4 ʝন বা তার ǯবিশ সাইেজর array declare
করেত হেব। এর কারন হল n িকʞ সবসময় এরকম 2 এর power এ থাকেব না। 2 এর power এ
থাকেল এিট ʣই ʝন। িকʞ 2 এর power এ না থাকেল আসেল এই memory সাইজ একদম িঠক
ভােব ǯবর করা একটু কিঠন হয়। আমরা জািন x এবং 2x এর মােঝ অবɹই একিট 2 এর power
আেছ।আরআমরা জািন 2এর power এর ǯǹেȴ িȻʝণ লােগ, ʠতরাং আমরা 4 ʝন সাইজ declare
কের থািক। অেনেক n এর পেরর 2 এর power এর িȻʝন declare কের। তাহেলও হেব, িকʞ
ǯসেǹেȴ একটু িহসাব িনকাশ করেত হেব।

৫.১১.২ Segment Tree Update করা

ɔথেম update িদেয় ʤʡ করা যাক।আমরা ǯকান একিট সংখǫােক বাড়ােত চাই।আমরা root ǯথেক
ʤʡ করব। আমােদর root হল [1, 8] এবং ধরা যাক আমরা 3 ǯক update করেত চাই। আমরা যা
করব তাহল আমােদর সংখǫা টা ǯযিদেক আেছ ǯসিদেক যাব অথǮাৎ, root হেত [1, 4] এ যাব, এর পর
[3, 4] এবং সবেশেষ [3, 3]। এবং ǯফরার পেথ আমরা build এর সময় ǯযভােব sum এর array ǯক
ǯযভােব populate কের িছলাম িঠক ǯসভােব আমরা sum এর array ǯক update করব। অথǮাৎ
আমােদর update ফাংশন ǯদখেত ৫.7 এর মত হেব। ǯযেহতু আমােদর tree এর height logn
ʠতরাং আমােদর update এর time complexity ও হেব O

(
logn

)
।

Listing ৫.7 : segmentTreeQuery.cpp

1 vo i d u p d a t e ( i n t a t , i n t L , i n t R , i n t pos , i n t u )
2 {
3 / / s ome t imes i n s t e a d o f u s i n g i f−e l s e i n l i n e 11 and 12
4 / / you can u s e : i f ( a t < L | | R < a t ) r e t u r n ;
5 i f ( L == R)
6 {
7 sum [ a t ] += u ;
8 r e t u r n ;
9 }
10
11 i n t mid = (L + R) / 2 ;
12 i f ( pos <= mid ) u p d a t e ( a t ∗ 2 , L , mid , pos , u ) ;
13 e l s e u p d a t e ( a t ∗ 2 + 1 , mid + 1 , R , pos , u ) ;
14
15 sum [ a t ] = sum [ a t ∗ 2 ] + sum [ a t ∗ 2 + 1 ] ;
16 }
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৫.১১.৩ Segment Tree ǯত Query করা

এখন আসা যাক query ǯত। আমরা জানেত চাই [l, r] এই range এ থাকা সংখǫা ʝিলর ǯযাগফল
কত। আমরা আেগর মত tree এর root হেত ʤʡ কের ধীের ধীের িনেচর িদেক ǯযেত থাকব। যিদ
কখনও ǯদিখ আমরা এখন ǯযই node এ আিছ তার range আমােদর query range এর বাইের
তাহেল ǯতা আর এখান ǯথেক িনেচ যাবার দরকার ǯনই, তাই না? ʠতরাং আমরা এখান ǯথেকই বলব
ǯয এই range এর জɏ উȳর 0. যিদ আমরা এমন একিট node এ থািক যা পুেরাপুির আমােদর
query range এর িভতের তাহেলও িকʞ িনেচ যাবার দরকার ǯনই, ǯসেǹেȴ আমরা আমােদর এই
node এর sumএর মান return করব। যিদ এই ʣই case এর ǯকানিটই না হয় এর মােন দঁাড়ায় ǯয
আমােদর query rangeআসেলএই nodeএর ʣই child এই িকছু িকছু কেরআেছ। ʠতরাংআমরা
ʣইিদেকই যাব এবং ʣই িদক ǯথেকআসা sum ǯক ǯযাগ কের return করব। এর ǯকাড ǯতামরা ǯকাড
৫.8 ǯত ǯদখেত পােব।

Listing ৫.8 : segmentTreeQuery.cpp

1 i n t q u e r y ( i n t a t , i n t L , i n t R , i n t l , i n t r )
2 {
3 i f ( r < L | | R < l ) r e t u r n 0 ;
4 i f ( l <= L && R <= r ) r e t u r n sum [ a t ] ;
5
6 i n t mid = (L + R) / 2 ;
7 i n t x = qu e r y ( a t ∗ 2 , L , mid , l , r ) ;
8 i n t y = qu e r y ( a t ∗ 2 + 1 , mid + 1 , R , l , r ) ;
9
10 r e t u r n x + y ;
11 }

এখনকথা হলএর time complexityকত! আমােদর মেন হেতপােরএর time complexity
অেনক ǯবিশ! ǯকউ ǯকউভাবেতপাের ǯযেহতুআমােদর tree ǯতO

(
n
)
সংখǫকnodeআেছতাইএর

time complexity ও O
(
n
)
. না! ǯখয়াল কর যিদ কখনও যিদ [1, 1] ও [2, 2]আমােদর query

range এর মােঝ থােক তার মােন দঁাড়ায় আমরা আসেল [1, 2] ǯথেকই িফের যাব। অথǮাৎ তুিম যিদ
আসেল অেনক ǯবিশ range ǯক cover করেত চাও তাহেল একটা বড় range ǯথেকই তুিম িফরত
যােব। তা নাহয় বুঝা ǯগল িকʞ complexity টা আসেল কত? একটু িচɂা কের ǯদখ, আমরা কখন
কাজ করেতিস? যখন িনেচ নামেতিস। কখন িনেচ নামেতিস? যখন আমােদর node এর range
আমােদর query range এর সােথ partially overlap কের। ǯখয়াল কর, আমােদর tree এর
ǯকান level এ িকʞ ʣইটার ǯবিশ িকʞ partially overlap করা node থাকেব না, তাই না? বািক
ʝেলা হয় বাইের নাহয় একদম িভতের হেব। আমরা তখনই িনেচ নািম যখন partial overlap হয়।
ǯযেহতু ɔিত level এ partial overlap এর সংখǫা 2আরআমােদর level আেছ logn িট ʠতরাং
আমােদর time complexity হেব O

(
logn

)
. আমরা হয়ত এই িজিনস অɏ ভােব ɔমান করেত

পারতাম, িকʞআিম এখােন এভােব ǯদখালাম। কারন এখােন time complexity ǯয আসেল অেনক
ǯবিশ না ǯসটা আমরা tree এর structure ǯদেখ ɔমান করলাম। এরকম ɔমান আর পােব। ǯতামরা
যিদ কখনও Link Cut Tree িনেয় পড়ার ʠেযাগ পাও তখন ǯসখােন এরকম ɔমান ǯদখেত পােব।
এবং ǯসই ɔমান আমার কােছ অেনক amazing ǯলেগিছল!

৫.১১.৪ Lazy without Propagation

মেন কর ǯতামােদর ǯক বলা হল ǯয n িট বাɳ পর পরআেছ এবং ʤʡেত তারা সবাই off. এখন একিট
অপােরশেন i হেত j পযǮɂ সকল বাɳ toggle করেত বলা হেত পাের। ১ আবার ǯতামােক কখনও
কখনও িজȘাসা করা হেত পাের ǯয q তম বাɳিট on আেছ নািক off? তুিম এই সমʓার সমাধান
Segment Tree বǫবহার কের O

(
logn

)
এ করেত পারেব। এেǹেȴ idea হল যখন তুিম i হেত

১toggle অথǮ হল on থাকেল off করা বা off থাকেল on করা।
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j ǯক toggle করেব তখন িকʞ তুিম এই সীমার মােঝ ɔিতিট বাɳেক update করেত পারেব না,
ǯতামােক ʝȏ ধের update করেত হেব। ধর ǯতামার কােছ n = 8 িট বাɳ আেছ আর ǯতামােক 1
হেত 4 পযǮɂ বাɳ update করেত বলা হল। তুিম যা করেব তা হল Segment Tree এর ʤধু [1, 4]
এর segment এ িলেখ রাখেব ǯয এই সীমার ɔিতিট বাɳ toggle করা হেয়েছ। (িচȴ ৫.৪ এর সােথ
তুলনা করেত পার) যিদ ǯতামােক বেল 1 হেত 3 পযǮɂ toggle করেত হেব, তাহেল তুিম [1, 2] এবং
[3, 3]এই সীমা ʣইিট update করেব। update এর সময় ʤধু তুিম িলেখ রাখেব ǯয এই সীমািট কত
বার toggle হেয়েছ। লাভ িক? ধর ǯতামােক িজȘাসা করল 3 এর অবʊা িক? তুিম যা করেব, root
ǯথেক [3, 3] পযǮɂ যােব এবং ʝনেব এিট ǯযই ǯযই সীমা িদেয় যায় ǯসসব সীমা কতবার কের toggle
হেয়েছ। এেথেকই তুিম ǯতামার উȳর ǯপেয় যােব। তাহেল query ǯয মাȴ O

(
logn

)
এ হেȏ তােতা

খুব সহেজই বুঝা যায়, িকʞ update? আমরা িকʞ ইেতামেধǫই সাবেসকশন ৫.১১.৩ ǯত এরকম
িকছু একটা ɔমান কের এেসিছ। ʠতরাং আমােদর update ও O

(
logn

)
. ǯকাড ৫.9 এ Query ও

Update এর ǯকাড ǯদয়া হল। আমােদর এই সমাধােন আমরা ǯয একদম িনচ পযǮɂ না িগেয় উপেরই
িকছু একটা িলেখ ǯরেখ ǯশষ কের ǯফেলিছ update এর কাজ, এেকই Lazy বলা হয়। আমরা এখােন
Lazy ǯক িকʞ ǯভেȊ িনেচ নামায় নাই, ǯস জɏ এেক Without Propagation বেল। ǯভেȊ িনেচ
নামােনার মােন িক তা পরবতǮী সাবেসকশেনই পিরʆার হেয় যােব।

Listing ৫.9 : lazyWithoutPropagation.cpp

1 vo i d u p d a t e ( i n t a t , i n t L , i n t R , i n t l , i n t r )
2 {
3 i f ( r < L | | R < l ) r e t u r n ;
4 i f ( l <= L && R <= r ) { t o g g l e [ a t ] ˆ= 1 ; r e t u r n ;}
5
6 i n t mid = (L + R) / 2 ;
7 u p d a t e ( a t ∗ 2 , L , mid , l , r ) ;
8 u p d a t e ( a t ∗ 2 + 1 , mid + 1 , R , l , r ) ;
9 }
10
11 / / r e t u r n s 1 i f ON, 0 i f OFF
12 i n t q u r e r y ( i n t a t , i n t L , i n t R , i n t pos )
13 {
14 i f ( pos < L | | R < pos ) r e t u r n 0 ;
15 i f ( L <= pos && pos <= R) r e t u r n t o g g l e [ a t ] ;
16
17 i n t mid = (L + R) / 2 ;
18 i f ( pos <= mid ) r e t u r n q u e r y ( a t ∗ 2 , L , mid , pos ) ˆ t o g g l e [ a t

] ;
19 e l s e r e t u r n q u e r y ( a t ∗ 2 + 1 , mid + 1 , R , pos ) ˆ t o g g l e [ a t ] ;
20 }

৫.১১.৫ Lazy With Propagation
মেন করা যাক উপেরর সমʓায় আমােদর ǯকান একিট বাɳ সɢেকǮ না িজȘাসা কের িজȘাসা করা
হেব ǯয l হেত r এর মােঝ কত ʝিল বাɳ onআেছ! বেল রাখা ভাল ǯয এই সমʓাও একটু িচɂা করেল
Without Propagation এ সমাধান করা সɥব। িকʞ আমরা এখােন ǯদখাব ǯকমেন এই সমʓা
with propagation এ সমাধান করা যায়। সমাধােন যাবারআেগআমােদর একটু িচɂা করা দরকার
আমােদর এই সমʓার সমাধােনর জɏ tree এর ɔিত nodeএ িক িক িজিনস দরকার! ɔথমত Lazy
দরকার, অথǮাৎ এই node এর ɔিতিট বাɳ িক toggle করা হেয়েছ িক হয় নাই এবং আর দরকার
এই range er কতʝিল বাɳ এখন on আেছ। off এর সংখǫা িকʞ দরকার নাই, কারন তুিম যিদ on
এর সংখǫা জােনা তাহেল off এর সংখǫা এমিনেতই ǯবিরেয় আসেব। ʠতরাং build পযǮােয় আমােদর
ɔিত node এ িলখেত হেব toggle = 0 এবং on = 0. এখন আসা যাক আমরা ǯকমেন update
করব। আেগর মতই আমরা ǯদখব যিদ আমােদর বতǮমান node এর সীমা যিদ query range এর
সɢূণǮ বাইের হয় তাহেল িকছু করব না, যিদ partially িভতের হয় তাহেল ǯসভােবই আমরা ডােন বা
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বােম যাব (বা উভয় িদেক)। এখনআসা যাক যিদ সɢূণǮ ভােব িভতের হয় তাহেল িক করব। খুব সহজ,
toggle=1 করব, এবং on = R − L + 1 − on করব। আশা কির বুঝা যােȏ এই ʣই লাইন এ
আসেল িক করা হেȏ। িকʞ ʤধু এটু˄ করেল িকʞ হেব না। ǯকন? একটু ʣেরর িচɂা কর। মেন কর
তুিম [1, 4] ǯক এভােব update করেল। এর পর যিদ ǯতামােক বেল [1, 2] ǯক update করেত হেব।
তুিম িক করেব? ঐ node এ িগেয় এিক ভােব update কের আসেব তাই না? িকʞ যিদ এর পের
ǯতামােক query কের [1, 4] এ কতʝিল on আেছ, তখন তুিম ǯকমেন উȳর িদেব? তুিম িকʞ িনেচ
[1, 2] ǯত পিরবতǮন কের এেসছ, ʠতরাং তুিম [1, 4] ǯথেকই উȳর িদেত পারেব না এখন, কারন [1, 2]
এর পিরবতǮন [1, 4] এ িকʞ ǯনই। ১ তাহেল উপায় িক? আেগ ǯদখ আমােদর সমʓাটা িক! আমরা
ǯয [1, 4] এর update এর সময় ǯসখান ǯথেকই িফের িগেয়িছ ǯসটা সমʓা। আমরা যিদ তা না কের
একদম িনচ পযǮɂ নামতাম এবং node ʝিলর on িঠক মত update করতাম তাহেলই হেয় ǯযত। িকʞ
তা করেল আমােদর time complexity ǯবেড় যােব। তাহেল উপায় িক? উপায় হল, তুিম এখােনই
Lazy ǯরেখ যােব, িকʞ যিদ কখনও এর ǯথেক িনেচ নামেত হয় তাহেল তখন তুিম এই Lazy ǯক এক
ধাপ নািমেয় িদেব। অথǮাৎ, আমার যতǹণ না দরকার পরেব ততǹণ আমরা Lazy নামাব না। এই ǯয
Lazy ǯক দরকার এর সময় িনেচ নামান এেকই বেল Propagation. আমরা [1, 4]এর updateএর
পর যখন [1, 2] ǯক update করব তার আেগই অথǮাৎ যখন আমরা [1, 4] ǯথেক িনেচ নামেত চাইব
তখন আমরা ǯদখব এখােন ǯকান Lazy আেছ িকনা, যিদ থােক তাহেল তােক আেগ Propagate
করব, এর পর িনেচ নামব। ǯসখােন ǯদখব Lazy আেছ িকনা, থাকেল তা Propagate কের আবার
িনেচ নামব। এরকম কের চলেত থাকেব। একই ভােব Query এর সময় ও আমরা যিদ ǯকান node
িদেয় িনেচ নামেত চাই, নামার আেগইআমােদর ǯদেখ িনেত হেব এখােন ǯকান Lazyআেছ িকনা এবং
ǯসই অʟসাের তােক দরকার হেল িনেচ নামােত হেব।

এখনআমরা Lazy ǯক ǯকমেন নামােত পাির? তারআেগ িচɂা কের ǯদখ, একটা Lazy ǯক নামােল
ǯক ǯক পিরবতǮন হেত পাের? আমার node এর toggle ও on, আমার left ও right child এর
toggle ও on. Lazy থাকা মােন হল toggle = 1. এেক িনেচ নামান মােন, আমার Left ও Right
child এর toggle=1 হেব। এবং একই সােথ on ও পিরবতǮন হেব। এবং আমার বতǮমান node এর
toggle = 0 হেব, িকʞ on পিরবতǮন হেব না। (কারন আমরা যখন toggle কের িছলাম তখনই
আসেল on পিরবতǮন কেরিছলাম) একটু িচɂা করেল ǯদখেব ǯয, যিদ পর পর ʣইবার ǯতামােক [1, 4]

এ toggle করেত বেল তাহেল িকʞ ǯতামােক এর মােঝ propagation করার দরকার ǯনই। কারন
তুিম িনেচ নামছ না, ʤধু ʣইবার toggle=1এবং on = R−L+1−onকরেত হেব। এবং এর ফেল
ɔথম বাের ǯযই Lazy জমেতা ǯসটা পেরর update এর কারেন cancel হেয় যােȏ। অথǮাৎআমােদর
ɔেɞম এআসেল lazy cancel ও হেত পাের। আসেল cancel হল িক হল না তা িনেয় ǯতামােক িচɂা
করেত হেব না, যিদ ǯদখ toggle = 1 এর মােন ǯতামার এখােন lazy আেছ, ǯশষ! তাহেল এবার এর
ǯকাড ǯদখা যাক। ǯকাড ৫.10 এ এই ǯকাড ǯদয়া হল।

Listing ৫.10 : lazyWithPropagation.cpp

1 vo i d P r o p a g a t e ( i n t a t , i n t L , i n t R )
2 {
3 i n t mid = (L + R) / 2 ;
4 i n t l e f t a t = a t ∗ 2 , l e f t L = L , l e f t R = mid ;
5 i n t r i g h t a t = a t ∗ 2 + 1 , r i g h t L = mid + 1 , r i g h t R = R ;
6
7 t o g g l e [ a t ] = 0 ;
8 t o g g l e [ l e f t a t ] ˆ= 1 ;
9 t o g g l e [ r i g h t a t ] ˆ= 1 ;
10
11 on [ l e f t a t ] = l e f t R − l e f t L + 1 − on [ l e f t a t ] ;
12 on [ r i g h t a t ] = r i g h t R − r i g h t L + 1 − on [ r i g h t a t ] ;
13 }
14
15 vo i d u p d a t e ( i n t a t , i n t L , i n t R , i n t l , i n t r )
16 {

১একটু িচɂা করেল ǯতামরা without propagation এ তাহেল িক করেত হেব তা ǯবর কের ǯফলেত পারেব
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17 i f ( r < L | | R < l ) r e t u r n ;
18 i f ( l <= L && R <= r ) { t o g g l e [ a t ] ˆ= 1 ; on [ a t ] = R − L + 1 −

on ; r e t u r n ;}
19
20 i f ( t o g g l e [ a t ] ) P r o p a g a t e ( a t , L , R ) ;
21
22 i n t mid = (L + R) / 2 ;
23 u p d a t e ( a t ∗ 2 , L , mid , l , r ) ;
24 u p d a t e ( a t ∗ 2 + 1 , mid + 1 , R , l , r ) ;
25
26 on [ a t ] = on [ a t ∗ 2 ] + on [ a t ∗ 2 + 1 ] ;
27 }
28
29 i n t q u r e r y ( i n t a t , i n t L , i n t R , i n t l , i n t r )
30 {
31 i f ( r < L | | R < l ) r e t u r n ;
32 i f ( l <= L && R <= r ) r e t u r n on [ a t ] ;
33
34 i f ( t o g g l e [ a t ] ) P r o p a g a t e ( a t , L , R ) ;
35
36 i n t mid = (L + R) / 2 ;
37 i n t x = qu e r y ( a t ∗ 2 , L , mid , l , r ) ;
38 i n t y = qu e r y ( a t ∗ 2 + 1 , mid + 1 , l , r ) ;
39
40 r e t u r n x + y ;
41 }

৫.১২ Binary Indexed Tree
সংেǹেপ এেক BIT বলা হয়। এটা Segment Tree এর মতই একিট ডাটা ʔাকচার তেব এিট একটু
জিটল, িকʞ মজার বǫপার হলএর ǯকাড খুবই ǯছাট। তুিম পুেরা ডাটাʔাকচার না বুেঝও বǫবহার করেত
পারেব। সিতǫ কথা বলেত আিম িনেজও এই ডাটা ʔাকচার খুব ভাল মত বুিঝ না। িকʞ এটা বǫবহার
করেতআমার খুব একটা কɾ হয় না। এটা িঠক BIT িদেয় তুিম যা যা করেত পারবা Segment Tree
িদেয়ও ɔায় সবই তুিম তা করেত পারবা, আসেল সিতǫ বলেত Segment Tree িদেয় এমন িকছু করা
যায় যা আসেল তুিম BIT িদেয় করেত পারবা না। িকʞ BIT এর ʠিবধা হল, এিট অেনক ǯছাট ǯকাড,
এর জɏ n সাইেজর ǯমমির লােগ এবং এিট অেনক fast. ǯতামরা এর সɢেকǮ আর িবʉািরত জানেত
চাইেল টপেকাডার এর article পড়েত পার।

খুব সংেǹেপ বলেত হেল বলা যায়, BIT এ ǯতামরা ʣই ধরেনর operation করেত পার।

১. ǯকান একিট ʊান idx ǯক v পিরমান বৃিȼ update(idx, v)

২. ʤʡ হেত idx পযǮɂ ǯযাগফল ǯবর করা read(idx)

আরও ǯবশ িকছু operation করা যায় যা আসেল অত বʦল বǫবʥত না। ǯতামরা topcoder
এর tutorial এ ǯদখেত পার।

ǯকাড ৫.11 এ read এবং update ǯদখােনা হল। এখােন MaxVal হল n এর মান। অথǮাৎ
ǯতামার array যত বড় আর িক!

Listing ৫.11 : bit.cpp

1 i n t r e a d ( i n t i d x )
2 {
3 i n t sum = 0 ;
4
5 wh i l e ( i d x > 0 )
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6 {
7 sum += t r e e [ i d x ] ;
8 i d x −= ( i d x & −i d x ) ;
9 }
10
11 r e t u r n sum ;
12 }
13
14 vo i d u p d a t e ( i n t i d x , i n t v a l )
15 {
16 wh i l e ( i d x <= MaxVal )
17 {
18 t r e e [ i d x ] += v a l ;
19 i d x += ( i d x & −i d x ) ;
20 }
21 }
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অধǫায় ৬

Greedy ǯটকিনক

Greedy মােন ǯতা সবাই বুেঝা? এর মােন হল ǯলাভী। ǯযমন ধর ǯতামােক একটা buffet ǯত িনেয়
িগেয় ǯছেড় িদেল িক করেব? তুিম হাপুস ʦপুস কের খাওয়া ʤʡকের ǯদেব তাই না? যিদ একটু বুিȼমান
হউ তাহেল হয়েতা সবেচেয় দাম ǯযই খাবােরর ǯসইটা ǯবিশ ǯবিশ কের খাবা! কারন যার দাম কম তা
হয়েতা তুিম পের িকেন ǯখেতই পারেব? ǯযমন যিদ buffet ǯত গলদা িচংিড় থােকআর িজলািপ থােক,
তাহেল িনɴয় িজলািপ ǯখেয় ǯপট ভরােনার ǯথেক িচংিড় ǯখেয় ǯপট ভরােনা বুিȼমােনর মত কাজ হেব?
Greedy মােন ǯয সবসময় ǯবিশ ǯবিশ কের ǯনয়া তা িকʞ না। অেনক সময় কম কম ǯনয়াও লাভ
জনক। ǯযমন ǯতামােক বলা হল একিট গািড় িকনেত। এখন গািড় ʝেলা এেককটা এেকক পিরমান
ǯতল খায়! িনɴয় ǯযই গািড় সবেচেয় কম ǯতল খায় ǯসটা ǯকনাই বুিȼমােনর মত কাজ তাই না? যিদও
বাʉব জীবেন আরও অেনক factor আেছ! যাই হক, ǯতা Greedy মােন হল অɏ িকছু না ǯদেখ যার
মান কম বা ǯবিশ তােক সবসময় বাছাই করা।

৬.১ Fractional Knapsack

Greedy algorithm এর জɏ এিট খুবই common সমʓা। মেন কর একটা ǯচার একিট মুিদ
ǯদাকােন ঢুেকেছ চুির করেত। ǯসখােন চাল আেছ, ডাল আেছ, িচিন, লবন এরকম নানা িজিনস আেছ।
এখন ǯসসব িজিনস চুির করেতপারেব না। কারনতারকােছ ǯযই থেলআেছতার ধারনǹমতা ধরা যাক
20 kg. তাহেল ǯস িকভােব চুির করেল সবেচেয় ǯবিশ লাভবান হেব? খুবই সহজ। ǯযই িজিনসটার দাম
সবেচেয় ǯবিশ তুিম ǯসই িজিনস আেগ ǯনয়া ʤʡ করেব। যিদ ǯদখ ঐ িজিনস ǯনয়া ǯশষ এবং এখনও
থেল ǯত িকছু জায়গা বািক আেছ তাহেল তুিম পরবতǮী দািম িজিনস ǯনয়া ʤʡ করেব। এরকম কের
যতǹণ না ǯতামার থেলর ধারন ǹমতা না ǯশষ হেȏ তুিম িনেত থাকেব। এখােন ǯখয়াল কর, দাম ǯবিশ
মােন িকʞ ɔিত kg এর দাম। ধর চাল আেছ 1 kg আর দাম 100 টাকা, আর ডাল আেছ 500g িকʞ
এর দাম 60 টাকা তাহেল িকʞ ডাল ǯনয়া লাভজনক হেব কারন, ডাল এর দাম ɔিত kg ǯত 120 টাকা!

এই সমাধান িঠক আেছ যিদ তুিম ǯকান িজিনেসর ǯযেকােনা পিরমান িনেত পার। সমʓাটা যিদ
চাল ডাল না হেয় electronics এর ǯদাকান হয় তাহেল তুিম আর এভােব সমাধান করেত পারেব
না। তুিম ǯতা আর একটা tv ǯভেȊ এর অেধǮক চুির করেব না তাই না? tv ǯহাক laptop ǯহাক আর
mobile ই ǯহাক তুিম যাই িনবা না ǯকন পুেরাটা িনবা। তাহেল িকʞ আমােদর greedy ǯমথড কাজ
করেব না। উদাহরন ǯদয়া যাক, মেন কর 1 টা tv দাম 15000 টাকা এবং ওজন 15kg, ʣইটাmonitor
আেছ যােদর ওজন 10kg কের এবং ɔিতটার দাম 9000 টাকা। ǯতামার কােছ 20 kg িজিনস ǯনবার
থেল আেছ। তুিম িক করেব? tv ǯনয়া িকʞ ǯবাকািম হেব যিদও এর ɔিত kg ǯত দাম ǯবিশ তাও
ǯতামার ʣইটাmonitor িনেললাভ হেব সবেচেয় ǯবিশ। ʠতরাং এটা মেনকরার িকছু নাই ǯযGreedy
ǯমথড সবসময় কাজ করেব। যখন তুিম িজিনেসর চাইেল "িকছু" অংশ িনেত পারেব তখন তােক বলা
হয় Fractional Knapsack আর যিদ ǯতামােক পুেরাপুির িনেত হয় তাহেল তােক বলা হয় 0-1
knapsack (এিট পরবতǮী অধǫায় এ আমরা ǯদখব ǯকমেন সমাধান করেত হয়)।
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৬.২ Minimum Spanning Tree

এই ǯসকশন এর নাম ǯদেখ ভয় পাবার িকছু ǯনই। খুবই সহজ িজিনস। আমরা আেগই ǯজেন এেস-
িছ Tree কােক বেল, এখন ǯদেখ ǯনয়া যাক Minimum Spanning Tree িক িজিনস। মেন কর
আমােদর একটা weighted graph ǯদয়া আেছ (weight ʝিল ধনাȯক) অথǮাৎ িকছু vertex, িকছু
edge এবং ǯসই edge ʝিলর weight. ǯতামােক এখন এেদর মাঝ ǯথেক িকছু edge বাছাই করেত
হেব ǯযন তােদর weight এর ǯযাগফল সবǮিনɡ হয় এবং সকল vertex ǯযন connected হয়। এটা
িনɴয় বুঝেত পারছ ǯয ǯতামার যিদ n িট vertex থােক তােদর connected করেতআসেল ǯতামার
সবǮিনɡ n − 1 টা edge লাগেবই। এবং তুিম যিদ ǯতামার বাছাই করা edge ʝিলর weight এর
ǯযাগফল সবǮিনɡ করেত চাও তাহেল অবɹই n− 1 টার ǯবিশ edge িনেব না। আর n vertex এবং
n − 1 edge ওয়ালা একিট connected graph হল tree. অথǮাৎ আমােদর সকল vertex ǯক
connected করেত আমরা ǯযসকল edge িনবǮািচত করব তােদর weight এর ǯযাগফল সরবিনɡ
করেত চাইেল ǯযই graph িট দঁাড়ায় ǯসিটই হল Minimum Spanning Tree (সংেǹেপ MST).
এখােন Minimum আর Tree শɚ ʣইিট ǯতা বুঝছই? Spanning অথǮ connected মেন করেত
পার। এখােন আমরা MST ǯবর করার জɏ ʣইিট algorithm এর কথা বলব। ǯতামরা ǯকউ ǯকউ
মেন করেত পার ǯয হয়েতা এই ǯসকশনিট ȅাফ এর অধǫােয় থাকেল ভাল হত। িকʞআমরা ǯযই ʣইিট
algorithm আেলাচনা করব তারা আসেল Greedy টাইপ বলা যায়। আর ǯতামরা ǯকমেন একিট
ȅাফ ǯক represent করা যায় তােতা িশেখই ǯফেলছ! ʠতরাং িচɂা িক! আমােদর পরবতǮী ʣইিট
ǯসকশেনর জɏ ধের ǯনই ǯয আমােদর ɔদȳ ȅােফ n িট vertex ওm িট edge আেছ।

৬.২.১ Prim's Algorithm

ǯযেহতু আমােদর সবʝিল vertex ǯক connected করেত হেব ʠতরাং আমরা ǯযেকােনা vertex
ǯথেক ʤʡকরেত পাির। এখনআমরা ǯদখব, এই vertex এর সােথ ǯযই ǯযই edgeআেছ তােদর মা-
ǯঝকারweight সবেচেয়কম। যার সবেচেয়কম ǯসই edgeআমরা িনবএবং তাহেলআমােদরএখন
ʣইটা vertex ও একিট edge হেয় ǯগল। এখন ǯদখব, এই ʣইিট vertex ǯথেক ǯযসব edge ǯবর
হেয়েছ তােদর মােঝ কার weight সবেচেয় কম তােক িনব এভােব িনেত থাকব যতǹণ না আমােদর
সব vertex ǯনয়া হেয় যায়। এটা আশা কির বুঝছ ǯয যখন এই সবেচেয় কম weight এর edge
িনȏ তখন ǯসই edge এর এক মাথা ǯতামার ইতমেধǫ বানােনা tree এর িভতের ǯযন থােক এবং
অপর মাথায় ǯযন আমরা এখনও িনবǮাচন কির নাই এরকম vertex থােক। ʣই মাথাই যিদ আমােদর
tree এর মােঝ থােক তাহেল িকʞ লাভ ǯনই! কারন তারা ǯতা ইেতামেধǫই connected, ʤধু ʤধু এই
edge িনেয় weight এর ǯযাগফল বাড়ােনার িক ǯকান মােন আেছ?

এখন কথা হল এই algorithm এর time complexity কত! ɔথমত তুিম n বার এই নতুন
vertex িনবǮাচন করার কাজ করছ। এবং ɔিতবার হয়েতা তুিম সব edge ǯদখছ। ʠতরাং ǯতামার
complexity দঁাড়ায় O

(
nm
)
. এেক তুিম খুব সহেজই O

(
n2
)
করেত পার। ǯখয়াল কর, মেন কর

তুিম ɔথেম a vertex িনেয়িছেল এবং আমােদর বতǮমান process এ ɔিতবার a এর সােথ লাগান
সব edge ɔিত বার ǯচক করছ। িকʞ ɔিতবার ǯচক করার িক দরকার আেছ? তুিম যখন একটা নতুন
vertex আমােদর tree ǯত অɂভুǮǷ করেব তখন এর সােথ লাগান সব edge ǯদখেব, ǯদেখ ǯসই
edge এর অপর ɔাɂ কত কম খরেচ আমােদর tree ǯত ǯনয়া যায় ǯসটা update করেব। মেন কর,
আমরা a vertex যখন িনেয়িছ তখন ǯদেখিছ ǯয b ǯক আমরা 10 cost এ অɂভুǮǷ করেত পাির, িকʞ
cঅɂভুǮǷ হেয় জাবার পর হয়েতা ǯদখেল ǯয b ǯকআরওকম খরেচ তুিম অɂভুǮǷ করেত পারেব! তখন
তুিম b এর cost ǯক update করেব। এবং ɔিতবার ǯদখেব, ǯকান ǯকান vertex এখনও িনবǮাচন
করা হয় নাই তােদর মাঝ হেত সবেচেয় কম খরেচর vertex ǯক তুিম অɂভুǮǷ করেব। তাহেল িক
দঁাড়ােলা? তুিম আবারও n বার কাজ করেব, ɔিতবার সব অিনবǮািচত vertex যাচাই কের ǯদখেব ǯয
ǯকানিট সবেচেয় কম, তােক িনেব। এর পর এর সােথ লাগান সব edge বরাবর িগেয় ǯদখেব ǯয তার
অপর ɔােɂ ǯকান অিনবǮািচত vertex আেছ িকনা, থাকেল তার cost ǯক update করেব। এবং এই
কাজ n বার করেত হেব। তাহেল আমােদর complexity কত? n বার কাজ করিছ আর ɔিতবার n
টা vertex আমরা check কের ǯদখিছ আর আমরা খুব ǯজার 2m বার edge ǯচক করিছ, ʠতরাং
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আমােদর complexity দঁাড়ায় O
(
n2 +m

)
যা আসেল O

(
n2
)
বলা যায় কারনm < n2 তাই না?

ǯতামরা িকʞ চাইেল এেক আরও improve করেত পারেব। আমরা ǯয ɔিতবার n টা vertex
ঘুের ঘুের ǯদখিছ ǯকানটার cost সবেচেয় কম তা না কের তুিম যিদ একটা Min-Heap রাখ (C++ এ
priority queue বা set) তাহেল ǯতামার এই algorithmআসেল O

(
m logn

)
এ কাজ করেব।

বুঝেতই পারছ এই পȼিত তখনই ভাল কাজ করেব যখন m ǯতামার n2 এর ǯথেক ǯবশ ǯছাট হেব।
আরও ভাল heap বǫবহার কের এর complexityআরওকমান যায়। ǯতামরা যিদ interested হউ
একটু internet বা বই ǯঘেট ঘুেট ǯদখেত পার।

৬.২.২ Kruskal's Algorithm

এিটও ǯবশ সহজ algorithm. ǯকান কারেন যখিনMSTআমােক ǯকাড করেত হয়আিম Kruskal's
algorithmই implementকেরথািক। হয়েতাআমারকােছএিটসহজলােগ ǯসজɏ! এইalgorithm
বুঝােনা খুবই সহজ, ǯকাড করাও অেনক সহজ িকʞ ǯযভােব ǯকাড করেত হেব ǯসটা বুঝােনা একটু কɾ-
কর। তুিম যা করবা তাহল সবেচেয় কম weight এর edge িনবা, ǯদখবা এর ʣই মাথার vertex
ʣইিট ইেতামেধǫই একই tree বা component এ আেছ িকনা, থাকেল এই edge িনবা না। না
থাকেল িনবা। ǯশষ! এখন ɔɶ হেȏ ǯকমেন বুঝবা ǯয ʣইিট vertex একই tree ǯত আেছ িকনা!
Disjoint Set Union. ǯখয়াল কর ɔথেম সকল vertexআলাদা আলাদা set. আমরা যখিন একিট
edge িনিȏ তখন ʣইিট set ǯক ǯজারা লাগানর ǯচɾা করিছ। এবং পরবতǮীেত ǯচক করিছ ǯয, এই ʣই-
িট vertex একই set এআেছ িকনা! এর time complexity কত? সহজ, edge ʝিলেকweight
অʟযায়ী sort করেত O

(
m logm

)
এবং ɔিত edge এর জɏআমরা find করিছ বা ʣইিট set ǯক

union করিছ যােদর complexity আমরা O
(
1
)
ধের িনেত পাির। ʠতরাং O

(
m logm+m

)
=

O
(
m logm

)
.

ǯখয়াল কর আমরা িকʞ এই ʣই algorithm এই greedily সবেচেয় কম খরেচর vertex বা
edge িনবǮাচন কের পুেরা ɔেɞম সমাধান কের ǯফেলিছ। ǯতামােদর যিদ এই algorithm ʣিটর ǯকা-
নিটেত সেɄহ হয় তাহেল ɔমান কের ǯদখেত পার ǯকন এই greedy ভােব edge িনবǮাচন করেল
সিঠক উȳর িদেব।

৬.৩ ওয়ািশং ǯমিশন ও ȣায়ার

মেনকরতুিম একিটকাপড়কঁাচার ǯকাɢািন চালাও। ǯতামার কােছ িকছু ǯসটকাপড়আেছ।তুিম ɔিতিট
ǯসট ǯক ɔথেম ওয়ািশং ǯমিশেন িদেব এবং এর পর তােক ȣায়ার এ িদেব। তুিম িকʞ ɔথেম ȣায়ার পের
ওয়ািশং ǯমিশেন িদেতপারেব না। এখনɔিত ǯসটএরজɏ ǯতামারজানাআেছ ǯয ǯসিট ওয়ািশং ǯমিশন
এ কত সময় িনেব এবং ȣায়ার এ কত সময় িনেব। অবɹই একই সােথ কেয়ক ǯসট কাপড় তুিম ǯকান
ǯমিশেন িদেত পারেব না িকʞ একই সােথ ʣই ǯসট কাপড় ʣই ǯমিশন এ িদেত পারেব। তুিম কত কম
সমেয় সব কাপড় পিরʆার কের ǯফলেত পারেব?

সমʓাটা যত না ʠɄর এর সমাধান তার ǯথেক ǯবিশ ʠɄর। মেন কর i তম ǯসেটর জɏ ai হল
ওয়ািশং ǯমিশনএদরকাির সময়আর bi হলȣায়ার এদরকাির সময়।এখন মেনকরoptimal order
এ ʣইিট পাশাপািশ ǯসট হল iআর j. অথǮাৎ তুিম চাইেতছ ǯয িঠক i কাজ এর পর পর j কাজ করবা
তাহেল এই ʣইিট কাজ করেত ǯতামার কত সময় লাগেব? ai+max(bi, aj)+ bj।আর যিদ j কাজ
আেগ করেত তাহেল ǯতামার সময় লাগত aj +max(bj , ai)+ bi। অবɹই ai +max(bi, aj)+
bj ≤ aj +max(bj , ai)+bi. এখন মেন কর k হলআেরক ǯসট কাজ এবং aj +max(bj , ak)+

bk ≤ ak +max(bk, aj) + bj অথǮাৎ k ǯসট j ǯসট এর পর করা ভাল। এই ʣইিট ই˄েয়শন যিদ
সিতǫ হয় তাহেল ɔমান করা যায় ǯয ai +max(bi, ak)+ bk ≤ ak +max(bk, ai)+ bi অথǮাৎ i
কােজর পর k কাজ করা ভাল (এিট ǯতামরা proof by contradiction এর মাধǫেম একটু ǯখেটখুেট
করেত পার)। তাহেল িক দঁাড়ােলা? আমরা কাজ ʝেলােক আসেল একটা order এ সাজােত পাির।
তেব ǯকান কােজর আেগ ǯকান কাজ আসেব ǯসটা িনণǮয় করার জɏ আমােদর উপেরর ই˄েয়শন এর

৮৯



সাহাযǫ িনেয় ǯদখেত হেব ǯয ǯকান ǯসট আেগ করেল কম সময় ǯনয়। এভােব কাজ ʝেলােক সাজােল
আমরা optimal order পােবা।

এই সমাধান ǯবর করা ǯমােটও সহজ নয়, ʠতরাং ǯতামরা যিদ একবার পেড় এই সমাধান না বুেঝা
তাহেল আরও কেয়কবার পেড় ǯদখ। একটু ʣই একটা উদাহরন হােত হােত কের ǯদখ।
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অধǫায় ৭

Dynamic Programming

Dynamic Programming একিট অতǫɂ ʝʡȮপূণǮ এবং বলা যায় সবেচেয় কিঠন টিপক ǯɔাȅািমং
কেƴটেʈ। এিটেক কিঠন বলার কারন হল এেত ভাল করার এক মাȴ উপায় হল practice করা এবং
ǯবিশ ǯবিশ কের এই টাইেপর ɔেɞম ǯদখা। এখােনআসেল ǯশখােনার ǯতমন িকছু ǯনই। এই ǯমেথােডর
ɔধান িবষয় হল বড় িজিনেসর সমাধান ǯছাট িজিনেসর সমাধান ǯথেক আসেব!

৭.১ আবারও িফেবানািচ
মেন কর ǯতামােক বলা হল, এমন কয়িট array আেছ যার সংখǫাʝিল 1 বা 2 এবং তােদর ǯযাগফল
n হয়। ǯযমন যিদ n = 4 হয় তাহেল তুিম ǯমাট 5 ভােব array বানােত পারেবঃ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2,
1, 2, 1, 2, 1, 1 এবং 2, 2. এখন কথা হল এই সমʓা ǯকমেন সমাধান করব! ǯখয়াল কর, আমােদর
array এর ɔথম সংখǫা হয় 1 হেব নাহেল 2. যিদ 1 হয় বািক অংশটু˄ n − 1 সংখǫা এর ǯǹেȴ যত
ভােব array পাওয়া যায় িঠক তত ভােব সাজােনা সɥব।আবার যিদ 2 হয় তাহেল n− 2 ǯক যতভােব
সাজােনা যায় ততভােব। ধরা যাক, n ǯক সাজােনা যায়way(n)ভােব, তাহেলway(n) = way(n−
1)+way(n− 2). এখন এখােন িকছু সমʓা আেছ। ɔথমত সবসময় িকʞ তুিম ʤʡেত 1 বা 2 িনেত
পারেব না। ǯযমন যখন n = 0 তখন ʤʡেত 1 ǯনওয়া যায় না, আবার n = 0 বা 1 হেল ʤʡেত 2 িনেত
পারেব না। অথǮাৎ এইফমুǮলা কাজকরেব যিদn > 1 হয়। ǯসেǹেȴway(2) = way(1)+way(0).
way(1) বাway(0)এরমান িকʞআমরা এইফমুǮলা বǫবহার কের ǯবরকরেতপারব না। কারনআমরা
আেগই বেলিছ এই ফমুǮলা কাজ করেব যিদ n > 1 হয়। আমরা এই ʣইিট মান হােত হােত ǯবর করব।
way(1) মােন হল 1 ǯক আমরা কত ভােব সাজােত পারব। খুব সহজ, এক ভােব আর ǯসটা হলঃ 1.
অথǮাৎ way(1) = 1. এখন আশা যাক, way(0) এর মান কত হেব। একটু অবাক লাগেত পাের
িকʞ way(0) = 1. ǯতামরা ভাবেত পার 0 ǯক ǯতা সাজােনাই যােব না ʠতরাং 0 হওয়া উিচত। িকʞ
আিম যিদ বিল অথǮাৎ ফঁাকা array এর ǯযাগফল 0 তাহেল িক খুব একটা ভুল হেব? আȏা তমােদর
অɏ ভােব বুঝানর ǯচɾা কির। way(2) এর মান কত? 2 তাই না? কারনঃ 2 এবং 1, 1 এই ʣইিট হল
n = 2 এর জɏ উȳর। আর আমরা জািন, way(2) = way(1) + way(0) এখন আমরা জািন
way(2) = 2এবংway(1) = 1 তাহেল ǯতাway(0) = 1 হেবই তাই না? এরকম ǯকন হল? ǯদখ,
তুিম n = 2 এর জɏ যিদ ɔথেম 1 নাও তাহেল বািক 2 − 1 = 1 তুিম একভােব সাজােত পারেব
কারনway(1) = 1 বা 1. এখন তুিম যিদ সামেন 2 নাও তাহেল িকʞ বািকআর িকছু িনেত পারেব না,
অথǮাৎ িকছু না িনেত পারা হল এক ভােব ǯনওয়া!!! অথǮাৎ way(0) = 1. আমরা আেগই বেল এেসিছ
(যখন আমরা recursive function িশেখিছ) যখন আমােদর এরকম ফমুǮলা কাজ করেব না ǯসটােক
বলা হয় base case. এখন চল এটােক ǯকাড কির। ɔায় সব DP ১ ɔেɞম এর ǯকাড ʣই ভােব করা
যায়। Iteratively এবং Recursively. Iterative ভােব সমাধান করেল ǯকাড ǯদখেত ǯকাড ৭.1
এর মত হেব আর recursively করেল ǯকাড ৭.2 এর মত হেব।

১Dynamic Programming ǯক সংেǹেপ আমরা DP বেল থািক
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Listing ৭.1 : fibIterative.cpp

1 way [ 0 ] = way [ 1 ] = 1 ;
2 f o r ( i = 2 ; i <= n ; i ++)
3 way [ i ] = way [ i − 1] + way [ i − 2 ] ;

Listing ৭.2 : fibRecursive.cpp

1 i n t way ( i n t n )
2 {
3 i f ( n == 0 | | n == 1) r e t u r n 1 ;
4 r e t u r n way ( n − 1) + way ( n − 2 ) ;
5 }

৭.২ Coin Change
এই ধরেনর ɔেɞম এর মুল িজিনস হল, ǯতামার কােছ িকছু কেয়ন আেছ ধর 1 টাকা, 2 টাকা 8 টাকা
এর। ǯতামােক একটা পিরমান বলা হেব ধরা যাক 50 টাকা। ɔɶ হল তুিম ǯতামার কােছ থাকা কেয়ন
ʝিল বǫবহার কের এই টাকা বানােত পারবা িকনা? পারেল কত ভােব পারবা? আবার ǯযই কেয়ন ʝিল
ǯদয়া আেছ ǯসʝিল কখনও কখনও বলা থােক ǯয ǯসʝিল একবােরর ǯবিশ বǫবহার করেত পারেব না
কখনও কখনও বলা থােক ǯয যত খুিশ বǫবহার করেত পারেব আবার কখনও কখনও একটা সীমা বলা
থােক।

৭.২.১ Variant 1
ǯতামােদর িকছু কেয়ন ǯদয়া আেছ এবং ɔিতিট কেয়ন তুিম যত বার খুিশ বǫবহার করেত পারেব। মেন
কর এই কেয়ন ʝেলা হলঃ coin[1 . . . k]. এখন ɔɶ হল তুিম n বানােত পারেব িকনা?

ধরা যাক possible[i] হল i পিরমান বানােত পারব িকনা। যিদ পাির তাহেল এর মান হেব 1আর
না পারেল 0. আমােদর ǯবর করেত হেব possible[n]. তুিম ʎাভািবক ভােব িচɂা কর তুিম যিদ হােত
হােত ǯবরকরেত চাইেত ǯযn বানােনা সɥব িকনা ǯকমেন িচɂা করেল ভাল হত? ǯযটা করা যায় তা হল,
n− coin[1] বা n− coin[2] বা ... n− coin[k] এর ǯকান একিট যিদ বানােনা সɥব হয় তাহেলই
n বানােনা সɥব নাহেল না। অথǮাৎ আমরা বড় একিট মান এর জɏ উȳর ǯবর করেত ǯছাট মােনর
সমাধান বǫবহার করিছ। এটাই DP! ʠতরাং 1 . . . n ɔিতিট মান এ িগেয় তুিম k িট কেয়ন বǫবহার
কের তুিম ǯদখেব ǯয ǯছাট মানিট বানােনা যায় িকনা ǯগেল এই বড় মান ও বানােনা যােব। এর time
complexity হল O

(
nk
)
.

Listing ৭.3 : variant1.cpp

1 p o s s i b l e [ 0 ] = 1
2 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++)
3 f o r ( j = 1 ; j <= k ; j ++)
4 i f ( i >= c o i n [ j ] )
5 p o s s i b l e [ i ] |= p o s s i b l e [ i − c o i n [ j ] ] ;

৭.২.২ Variant 2
ǯতামােদর িকছু কেয়ন ǯদয়াআেছ এবং ɔিতিট কেয়ন তুিম যত বার খুিশ বǫবহার করেত পারেব। বলেত
হেব n পিরমান ǯতামরা কত ভােব বানােত পারেব। এখােন কেয়ন এর order এ যায় আেস। অথǮাৎ
1 + 3 আর 3 + 1 ǯক আমরা আলাদা িবেবচনা করব। অথǮাৎ ǯতামােক যিদ 1 আর 2 টাকার কেয়ন
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ǯদয়া হয় তাহেল তুিম 4 টাকা ǯমাট 5 ভােব বানােত পারেবঃ 1+ 1+ 1+ 1, 1+ 1+ 2, 1+ 2+ 1,
2 + 1 + 1 এবং 2 + 2.

ধরা যাক way[n] হল কত ভােব n বানােনা যায়। এখন n বানােনার জɏ তুিম ɔথেম coin[1]
বǫবহার করেত পার বা coin[2] বা ɔদȳ kটা কেয়ন এর ǯযেকােনা িট। যিদ coin[1] বǫবহার কর
তাহেল বািক থােক n− coin[1] পিরমান যা তুিম way[n− coint[1]] ভােব বানােত পারেব। অথǮাৎ
আেগর মতই িকছুটা! ǯতামার time complexity দঁাড়ােব O

(
nk
)
.

Listing ৭.4 : variant2.cpp

1 way [ 0 ] = 1
2 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++)
3 f o r ( j = 1 ; j <= k ; j ++)
4 i f ( i >= c o i n [ j ] )
5 way [ i ] += way [ i − c o i n [ j ] ] ;

৭.২.৩ Variant 3

যিদআমােদর variant 1 এর সমʓায় বলা হত ǯয ɔিতিট কেয়ন তুিম একবােরর ǯবিশ বǫবহার করেত
পারেব না তাহেল?

ǯখয়াল কর আেগর পȼিতেত আমরা যা কেরিছ তাহল ɔিতিট n এ িগেয় আমরা সব কেয়ন িনেয়
ǯচɾা কেরিছ। ধর 10 এ িগেয় 2 িনেয় ǯচɾা কেরিছ আবার 8 এ িগেয়ও। ʠতরাং আসেল আমরা 10
বানােনার জɏ 2 ǯক একািধক বার বǫবহার করিছলাম ǯযটা এখন করা যােব না! এর মােনআমরা এখন
n বানােনার জɏ যিদ i তম কেয়ন বǫবহার করেত চাই আমােদর ǯদখেত হেব, n− coin[i] পিরমান
i−1 পযǮɂ কেয়ন বǫবহার কের বানােনা যায় িকনা। অথǮাৎ আমরা বানােত পারব িকনা ǯসটা এখনআর
ʤধু পিরমান এর উপর িনভǮর করেতেস না, কত পিরমান এবং ǯকান কেয়ন পযǮɂ বǫবহার করা হেয়েছ
এই ʣইিট িজিনস আমােদর জানেত হেব। আমরা যিদ ǯদখেত চাই ǯয, n পিরমান i পযǮɂ কেয়ন িদেয়
বানােনা যায় িকনা তাহেল আমােদর ʣইটা িজিনস ǯদখেত হেব তাহল n পিরমান i − 1 পযǮɂ কেয়ন
িদেয় বানােনা যায় িকনা আর n− coin[i] পিরমান i−1 পযǮɂ কেয়ন িদেয় বানােনা যায় িকনা। অথǮাৎ
আমােদর DP ǯত এখন ʣইিট parameter. অথǮাৎ আমােদর 2D array লাগেব এই সমʓা সমাধান
করেত। এই সমাধােন আমােদর time ও space উভয় complexity ই O

(
nk
)
.

আমরা চাইেল space complexity কিমেয় O
(
n
)
করেত পাির। এজɏ ǯখয়াল কর, আমরা

ɔথম i টা কেয়ন বǫবহার কের ǯকান ǯকান পিরমান বানােত পাির ǯসটা জানার জɏ ʤধু আমােদর
জানেত হয় ɔথম i − 1 িট কেয়ন বǫবহার কের ǯকান ǯকান পিরমান বানােনা যায়। ʠতরাং ɔিতবার
আমােদর ʤধু ʣইিট row লােগ (ɔথম ǯথেক কয়িট কেয়ন বǫবহার করা হেȏ ǯসিট row আর ǯকান
পিরমান বানােত হেব ǯসটােক column িহসােব িবেবচনা কের ǯদখ)। আরও মজার বǫপার হল এই
আপেডট এর সময় যিদ তুিম পিরমােনর উরধǸেম না িগেয় বড় ǯথেক যিদ ǯছাট ǯত যাও তাহেল িকʞ
ʣইিট rowএরদরকার হয় না, একিট হেলই হেয় যায় কারনআমরাআেগরপিরমান এরউপরআপেডট
করেত পাির।

৭.২.৪ Variant 4

বুঝেতইপারছআমরাVariant 3এরজɏজানেত চাইবকতভােব বানােনা সɥব! এটা িকʞ variant
2 এর মত হেব।

৭.২.৫ Variant 5

আমরা variant 2 ǯত 1 + 2 + 1 এবং 2 + 1 + 1 ǯক আলাদা ǯভেবিছলাম িকʞ যিদ আলাদা না
হয়? ধরা যাক way[n][i] হল ɔথম i িট কেয়ন বǫবহার কের n ǯক কত ভােব বানােনা যায়। এখন
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n বানােনার পেথ আমরা ɔথেম coin[i] বǫবহার করেতও পাির নাও পাির। যিদ বǫবহার কির তাহেল
ǯমাট way[n− coin[i]][i] উপায় আর যিদ না কির তাহেল way[n][i− 1] উপায়। ǯশষ :)

৭.৩ Travelling Salesman Problem

মেন কর তুিম একিদন রাজশাহী ǯবড়ােত ǯগেল। ǯসখােন ǯতামার n জন বɆুর বািড়। তুিম এেক এেক
তােদর সবার বািড় ǯযেত চাও।তােদর সবার বািড়র ʣরȮতুিমজােনা। তুিম ɔথেম িগেয় ǯতামার সেবেয়
ভাল বɆু 1এর বাসায় যােব এর পর এেক এেক সবার বাসা ঘুেরআবারও 1এর বাসায় ǯফরতআসেব।
সবেচেয় কম ǯমাট কত ʣরȮ অিতǸম কের তুিম সবার বাসা ঘুরেত পারেব? এিট হল Travelling
Salesman Problem. আমরা এতǹণ একিট ɔেɞম ǯক DP ভােব সমাধান করার জɏ যা কেরিছ
তাহল বড়একিট সমʓা ǯক ǯছাট সমʓা Ȼারা সমাধানকেরিছ।আেরকিট উপায় হলএকইরকম িজিনস
খুেজ ǯবর করা। ǯযমন আমােদর এই সমʓার ǯǹেȴ ǯখয়াল কর, তুিম মেন কর 1− 2− 3− 4 এই
ভােব চার জন বɆুর বাসা ঘুেরছ বািক আেছ 5 . . . n বɆুরা এই বািক বɆুেদর বাসা ঘুরেত ǯতামার ǯযই
সবেচেয় কম খরচ ǯসটা 1 − 3 − 2 − 4 ঘুরার পর বািক বɆু ǯদর বাসা ঘুের ǯফলার জɏ সবেচেয়
কম খরেচর সমান। অথǮাৎ, ǯকান এক সময় ǯতামােক ʤধু জানেত হেব তুিম ǯকান ǯকান বɆুর বাসা ঘুের
ǯফেলছ এবং এখন তুিম কই আছ। িবিভɈ ভােব আমরা একই state এ আসেত পাির ǯযমন উপেরর
উদাহরেন আমরা ɔথম চার জন বɆুর বাসা ʣই ভােব ঘুের এখন 4 এর বাসায় আিছ। অথǮাৎ ǯতামার
state হল তুিম কার কার বাসা ঘুের ǯফেলছ(1, 2, 3, 4) আর এখন কইআছ(4)। এখন কইআিছ ǯসটা
ʤধু একটা নাɤার িকʞ তুিম কই কই ঘুের ǯফেলছ এই িজিনস অেনক ʝিল নাɤােরর ǯসট। আমরা DP
এর সময় state ǯক array এর parameter িহসােব িলিখ। এই ǯǹেȴআমরা একিট ǯসট ǯক ǯকমেন
নাɤার আকাের িলখেত পাির? ǯখয়াল কর, আমােদর ǯমাট n জন বɆু আেছ, কার কার বাসায় িগেয়িছ
তােদর 1 আর কার কার বাসায় এখনও যাওয়া হয় নাই তােদর 0 Ȼারা িলখেত পাির। তাহেল n টা
0 − 1 Ȼারা আমরা কার কার বাসায় িগেয়িছ ǯসটা বািনেয় ǯফলেত পাির। িকʞ তুিম যিদ array এর
dimension n টা িনেত চাও তাহেল িনɴয় ǯকাড করা খুব একটা ʠখকর হেব না? এখােন একটা
মজার tricksআেছ তাহল তুিম এই 0−1 সংখǫােক binary ফমǮ এ ভাবেত পার। ǯযমনঃ ǯতামার যিদ
1, 2, 4 নাɤার বɆুর বাসা ঘুরা হেয় থােক তাহেল ǯতামার নাɤার হেবঃ 0000 . . . 1011 = 7. এখন এই
সংখǫা কত বড় হেত পাের? 2n কারন একিট বɆু থাকেত পাের নাও পাের। তাহেল আমােদর state
কত বড়? n× 2n এবং ɔিত state এ িগেয় তুিম অɏাɏ সবার বাসায় যাবার ǯচɾা করেব (n ভােব)।
ʠতরাং আমােদর time complexity হেব O

(
n22n

)
. ǯকাড

Listing ৭.5 : tsp.cpp

1 i n t dp [1<<20][20]; / / Assume t h a t t h e r e a r e 20 f r i e n d s
2 / / mask = f r i e n d s i v i s i t e d , a t = l a s t v i s i t e d f r i e n d
3 i n t DP ( i n t mask , i n t a t )
4 {
5 i n t& r e t = dp [ mask ] [ a t ] ;
6 / / Assume t h a t we i n i t i a l i z e d dp w i t h −1
7 i f ( r e t != −1) r e t u r n r e t ;
8
9 r e t = 1000000000 ; / / i n i t i a l i z e r e t w i t h i n f i n i t y
10 / / d i s t c o n t a i n s d i s t a n c e be tween e v e r y two node s
11 f o r ( i n t i = 0 ; i < n ; i ++) / / n = number o f f r i e n d
12 i f ( ! ( mask & (1<< i ) ) )
13 r e t = MIN( r e t , DP ( mask | (1<< i ) , i ) + d i s t [

a t ] [ i ] ) ;
14
15 r e t u r n r e t ;
16 }
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৭.৪ Longest Increasing Subsequence
সংখǫার একিট sequenceআেছ। এই sequence ǯথেক িকছু সংখǫা (হয়েতা একিটও না) মুেছ ǯফ-
লেত হেব ǯযন বািক সংখǫা ʝিল increasing order এ থােক। আমােদর লǹǫ হল সবেচেয় দীঘǮ
increasing subsequence১ বানােনা। আমরা যিদ এিট DP এর মাধǫেম সমাধান করেত চাই তা-
হেল ভাবেত হেব আমরা ǯকান ǯছাট সমʓা সমাধান করেত পাির। ধরা যাক আমােদর ǯক n িট সংখǫা
ǯদয়া আেছ। এর LIS (Longest Increasing Subsequence) ǯবর করেত হেব। আমরা যিদ ɔ-
থম n− 1 িটর LIS জািন তাহেল িক ǯকান লাভ আেছ? িচɂা কের ǯদখা যাক। আমরা nতম সংখǫা ǯক
কার িপেছ বসাব? এমন একিট সংখǫার িপেছ যা nতম সংখǫার ǯথেক ǯছাট ধরা যাক a[i] (a হল মূল
sequence এবং i < n). এখন এরকম ǯতা অেনক a[i] আেছ ǯযন a[i] < a[n] িকʞ ǯকানিটর
িপছেন? ǯয সবেচেয় ǯছাট তার িপছেন? না, কারনঃ 1, 2, 3, 4 এেদর মােঝ কার িপছেন আমরা ধর 5
ǯক বসােত চাইব? িনɴয় 1 না। আমরা 4 এর িপছেন বসােত চাইব কারন ɔথমত 5 এর ǯথেক 4 ǯছাট
আর িȻতীয়ত এই 4 পযǮɂই সবেচেয় বড় LIS আেছ। ʠতরাং আমােদর যা করেত হেব তাহল ɔথম n
িট সংখǫার LIS (LIS[n]) হল, LIS[i] + 1 এর মােঝ সবেচেয় বড় মান ǯযখােন a[i] < a[n]। এই
পȼিতর time complexity O

(
n2
)
. আমরা খুব সহেজই Segment Tree বǫবহার কের এিটেক

O
(
n logn

)
করেত পাির। আমরা n এ এেস 1 . . . a[n]− 1 পযǮɂ query করব আর ǯশেষ a[n] এ

আপেডট করব।

৭.৫ Longest Common Subsequence
ʣইিট string: S এবং T ǯদয়া থাকেব, আমােদর এমন একিট string ǯবর করেত হেব যা S এবং T
উভেয়রই subsequence হয় এবং সবেচেয় longest হয়। এই ɔেɞম এর ǯǹেȴ আমােদর state
হেবঃ যিদ আমােদর S এবং T সɢূণǮ ভােব না িদেয় S এর ɔথম s িট এবং T এর ɔথম t িট letter
ǯদয়া হয় তাহেল Longest Common Subsequence (LCS) কত? যিদ S[s] = T[t] হয় (1
indexing ধের) তাহেল িকʞ আমােদর উȳর হল S এর ɔথম s− 1 এবং T এর t− 1 এর যত উȳর
তার ǯথেক এক ǯবিশ। আর যিদ S[s] ̸= T [t] হয় তাহেল S এর ɔথম s− 1 ও T এর ɔথম t letter
এর ǯǹেȴ উȳর আর S এর ɔথম s ও T এর t − 1 letter এর ǯǹেȴ উȳর এর মােঝ ǯযিট বড়
ǯসিট। এখন যিদ আমােদর ʤধু উȳেরর ǰদঘǮǫ নয় ǯসরকম একিট string ও িɔƴট করেত বেল তাহেল
আমরা ɔথেম dp table অথǮাৎ উȳেরর table বািনেয় ǯনব। এর পর ʣইিট string এরই ǯশষ ǯথেক
আসেত হেব। যিদ ǯশষ character ʣইিট একই হয় তাহেল আমরা ǯসিট ǯনবই। আর না হেল আমরা
dp ǯটিবল ǯথেক ǯদখব ǯয ǯকান string ǯথেক ǯশষ character বাদ ǯদওয়া উিচত, ɔথম না ǯশষ।
ǯখয়াল কের ǯদখ, এভােব করেল সমʓা হল আমরা string টা উলেটা িদক ǯথেক ǰতির করেতিস।
ʠতরাং ǯযেহতু আমােদর string ǯক সামেনর িদক ǯথেক িɔƴট করেত হেব ǯসেহতু হয় আমােদর ǯকান
একিট িʔং এ character ʝিল িনেয় পের reverse কের িɔƴট করেত হেব অথবা এই পুেরা কাজটা
recursively করেত হেব।আেরকটা বুিȼ হলআমরা যিদ সামেনর িদক ǯথেক dp না কের যিদ িপছন
ǯথেক dpকির তাহেলআর string উলেটা করার ঝােমলা থােক না। সাধারনএকটাwhile লুপ িদেয়ই
আমরা পুেরা িʔং িɔƴট কের ǯফলেত পাির। ǯখয়াল কর, আিম এখােন অেনক উপােয় িʔং িɔƴট (এেক
generally বলা হয় path printing. ǯযেকােনা dp সমʓায় ʤধু মান না মান টা ǯকমেন হয় ǯসটাও
ǯচেয় থােক, এেকআমরা path printing বেল থািক।) করার পȼিত বললাম, এেকক সমʓার ǯǹেȴ
এেকক উপােয় path print করা সহজ হয়।

১একিট sequence ǯথেক িকছু সংখǫা মুেছ ǯফলেল যা বািক থােক তাই subsequence. এখােন িকʞ বািক সংখǫা ʝিলর
order একই থাকেত হেব।
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অধǫায় ৮

ȅাফ

আেগই বেল রািখ ǯযেকােনা ȅাফ এর algorithm ǯকাড করার সময় stl বǫবহার করেল ǯকাড অেনক
ǯছাট ও simple হয়। ʠতরাং আমরা এই চǫাপটার এ ǯযসব ǯকাড ǯদখাব তােদর ǯবিসর ভােগই stl
বǫবহার করা। ǯকাড ʝিল বুঝেত stl খুব ভালভােব বুঝেত হেব তা না। তুিম ʤধু মাথায় ǯরেখা ǯযআমরা
িক ǯকাড করিছ আর ǯকান লাইেন িক করেত চাওয়া হেȏ তাহেলই ǯতামরা stl এর ǯকাডʝিল বুঝেত
পারেব। বǫবহার ǯদখেত ǯদখেত ǯকান িজিনস িশখেল ǯস িজিনস মেন থােক অেনক িদন।

৮.১ Breadth First Search (BFS)
এিট একটা ȅাফ এ ঘুের ǯবড়ােনার (traverse) একিট ǯটকিনক। মেন কর ȅােফর s ǯনাড হেত তুিম
ঘুরা ʤʡ করেব। তুিম যা করেত পােরা তাহল, ʤʡর ǯনাড এর ǯথেক ǯযখােন ǯযখােন যাওয়া যায়
ǯসখােন ǯসখােন যােব, এর পর তােদর ǯথেক নতুন নতুন ǯযখােন যাওয়া যায় ǯসখােন যােব এভােব যত
জায়গায় যাওয়া সɥব সবখােন যােব। ǯযখােন একবার িগেয়েছা ǯসখােন ǯতা আবার যাবার ǯকান মােন
নাই, তাই যখন ǯকান edge িদেয় অɏ ɔােɂ যাবার সময় ǯদখেব ǯয অɏ ɔাɂেত already িগেয়ছ
তখন আর ǯসখােন যাবার ǯকান মােন নাই। যিদ ǯতামার ǯমাট vertex থােক V টা এবং edge থােক
E টা তাহেল আমােদর এই ঘুের ǯবড়ােত সময় লাগেব O

(
V + E

)
. কারন ǯতামরা ɔিত ǯনাড এ

একবােরর ǯবিশ যাȏ না আর ɔিত edge এর ǯǹেȴ ʣই মাথা ǯথেক তুিম ʣইবার যাবার ǯচɾা করেব।
এর ǯকাড ৮.1 এ ǯদয়া হল।

Listing ৮.1 : bfs.cpp

1 # i n c l u d e<v e c t o r>
2 # i n c l u d e<queue>
3 u s i n g namespace s t d ;
4
5 v e c t o r<i n t> a d j [ 1 0 0 ] ; / / a d j [ a ] . p u s h b a c k ( b ) ; f o r an edge f rom a t o

b .
6 i n t v i s i t e d [ 1 0 0 ] ; / / 0 i f n o t v i s i t e d , 1 i f v i s i t e d
7
8 / / s i s t h e s t a r t i n g v e r t e x
9 / / n i s t h e number o f v e r t i c e s ( 0 . . . n − 1)
10 vo i d b f s ( i n t s , i n t n )
11 {
12 f o r ( i n t i = 0 ; i < n ; i ++) v i s [ i ] = 0 ;
13
14 queue<i n t> Q;
15 Q. push ( s ) ;
16 v i s i t e d [ s ] = 1 ;
17
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18 wh i l e ( !Q . empty ( ) )
19 {
20 i n t u = Q. f r o n t ( ) ;
21 Q. pop ( ) ;
22
23 f o r ( i n t i = 0 ; i < a d j [ u ] . s i z e ( ) ; i ++)
24 i f ( v i s i t e d [ a d j [ u ] [ i ] ] == 0 )
25 {
26 i n t v = a d j [ u ] [ i ] ;
27 v i s i t e d [ v ] = 1 ;
28 Q. push ( v ) ;
29 }
30 }
31 }

৮.২ Depth First Search (DFS)

এিট ȅােফ ঘুের ǯবড়ােনার আেরকিট উপায়। এই পȼিতেত যা করা হয় তাহল ʤʡ ǯনাড s এ ʤʡ কের
তুিম ǯযেতই থাকেব, যতǹণ না তুিম এমন ǯনাড এ ǯপৗছাও ǯযখােন এর আেগ এেসিছেল। ǯসরকম
ǯকান ǯনােড ǯপঁৗছােল ǯতামােক িপিছেয় ǯযেত হেব। িপিছেয় িগেয় তুিম অɏ edge িদেয় যাবার ǯচɾা
করেব। ǯখয়াল কর, এই কাজটা িকʞ িকছুটা recursive ǯগােছর। তুিম একটা ǯনােড আেছা, ǯতামার
কাজ হল এর ǯকান একটা edge িদেয় ǯবর হওয়া। যিদ িগেয় ǯদখ ǯয ǯসখােন আেগই এেসিছেল
তাহেল িফের এেসা আর না হেল recursively একই কাজ কর। এর ǯকাড ৮.2 এ ǯদয়া হল। একিট
িজিনস বেল রািখ, তুিম চাইেল dfs ফাংশন call করারআেগই িকʞ ǯচককের ǯদখেতপােরা ǯয ǯযখােন
তুিম এখন ǯযেত চােȏা ǯসখােন আেগই িগেয় িছেলিকনা। অেনক সময় ǯদখা যায় ǯয dfs ফাংশন call
করার cost অেনক ǯবিশ (অেনক সময় বড় বড় state পিরবতǮন করেত হয়) ǯসেǹেȴ আেগ ǯথেক
ǯচক কের যাওয়া বুিȼমােনর মত কাজ।

Listing ৮.2 : dfs.cpp

1 # i n c l u d e<v e c t o r>
2 u s i n g namespace s t d ;
3
4 v e c t o r<i n t> a d j [ 1 0 0 ] ;
5 i n t v i s [ 1 0 0 ] ;
6
7 / / c a l l i t by d f s ( s )
8 / / b e f o r e c a l l i n g , make v i s [ ] a l l z e r o .
9 vo i d d f s ( i n t a t )
10 {
11 i f ( v i s [ a t ] ) r e t u r n ; / / i f p r e v i o u s l y v i s i t e d .
12 v i s [ a t ] = 1 ;
13
14 f o r ( i n t i = 0 ; i < v i s [ a t ] . s i z e ( ) ; i ++)
15 d f s ( v i s [ a t ] [ i ] ) ;
16 }

এই ǯকােডর complexity ও িকʞO
(
V +E

)
িকʞএরএকিট সমʓা হলএেতসেবǮাȎV িট পর

পর recursive call হেত পাের। ʠতরাং আমােদর compiler এর default stack size যিদ কম
হয় তাহেল এই ǯকােড stack overflow হেত পাের। ǯবিশর ভাগ সময়ই online judge ʝিলেত
এই সমʓা হয় না। িকʞ যিদ সমʓা হয় তাহেলআমােদর পুেরাপুির manually এই recursive এর
কাজ stack এর মাধǫেম করেত হেব। stack বǫবহার কের DFS এর ǯকাড ?? এ ǯদয়া হল।

Listing ৮.3 : dfsStack.cpp
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1 # i n c l u d e<v e c t o r>
2 # i n c l u d e<s t a c k>
3 u s i n g namespace s t d ;
4
5 v e c t o r<i n t> a d j [ 1 0 0 ] ;
6 i n t e d g e i d [ 1 0 0 ] ;
7 i n t v i s [ 1 0 0 ] ;
8
9 / / s i s s t a r t i n g v e r t e x
10 / / n i s number o f v e r t i c e s
11 vo i d d f s ( i n t s , i n t n )
12 {
13 f o r ( i n t i = 0 ; i < n ; i ++) e d g e i d [ i ] = v i s [ i ] = 0 ;
14
15 s t a c k<i n t> S ;
16 S . push ( s ) ;
17 wh i l e ( 1 )
18 {
19 i n t u = S . t o p ( ) ;
20 S . pop ( ) ;
21
22 wh i l e ( e d g e i d [ u ] < a d j [ u ] . s i z e ( ) )
23 {
24 / / s t a r t l o o k i n g i n t o edges , f rom t h e p l a c e

we l e f t
25 i n t v = a d j [ u ] [ e d g e i d [ u ] ] ;
26 e d g e i d [ u ] ++ ; / / u p d a t e edge p o i n t e r t o

check n e x t t ime
27 i f ( v i s [ v ] == 0 ) / / i f t h e v e r t e x i s n o t

a l r e a d y v i s i t e d
28 {
29 v i s [ v ] = 1 ;
30 S . push ( u ) ; / / o r d e r o f push

i m p o r t a n t f o r d f s
31 S . push ( v ) ; / / f i r s t we w i l l c h eck v ,

t h e n we w i l l come back t o u
32 / / no t e , s t a c k i s l a s t i n f i r s t o u t .

So v w i l l be popped b e f o r e u
33 b r e a k ;
34 }
35 }
36 }
37 }

৮.৩ DFS ও BFS এর িকছু সমʓা

৮.৩.১ ʣইিট node এর ʣরȮ

মেন কর একিট ȅাফ আর ʣইিট ǯনাড িদেয় বলা হল ǯয তােদর ʣরȮ ǯবর কর। ʣরȮ বলেত কয়িট
edge পার কের ǯযেত হয় ǯসটা বুঝােনা হেȏ এখােন। ǯকমেন করেব? এিট িকʞ BFS িদেয় খুব
সহেজই সমাধান করা যায়। ǯখয়াল কের ǯদখ, BFS এর ǯǹেȴ িকʞ ʤʡর ǯনাড ǯথেক ǯযই পেথ অɏ
একিট ǯনাড এ যাওয়া হয় তা িকʞ shortest path এই যাওয়া হয়। ʠতরাং যখন আমরা ǯকান ǯনাড
ǯথেক আেরকিট নতুন ǯনাড এ যাব তখন আমরা বলেত পাির নতুন ǯনাড এর ʣরȮ ǯযখান ǯথেক আসা
হেȏ তার ǯথেক এক ǯবিশ। ʠতরাং আমােদর ǯযই ʣইিট ǯনাড ǯদয়া আেছ তােদর একিট ǯথেক BFS
ʤʡ করেল আমরা অɏ ǯনাড এ যাবার ʣরȮ ǯপেয় যাব।
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ǯখয়াল কর আমরা িকʞ এই সমʓা DFS িদেয় সমাধান করেত পারব না। কারন DFS িদেয় সব-
সময় shortest path এ যাওয়া হয় না। মেন কর A,B ও C িতনিট ǯনাড। ɔেতǫকিট ǯথেক অɏ
ʣইিট ǯনাড এ যাওয়া যায়। এখন A হেত DFS ʤʡ করেল আমরা B ǯত যাব এর পর C ǯত যাব।
ǯখয়াল কর, A ǯথেক C ǯত এক ধােপ যাওয়া ǯগেলও আমরা DFS কের ǯগেল ʣই ধােপ যািȏ।

এখন যিদ আমােদর এই ʣইিট ǯনােডর মােঝ shortest path টাও িɔƴট করেত বেল? path
printing ǯটকিনক ǯমাটােমািট সব ǯǹেȴই এিক রকম। তুিম ǯকান ǯনােড যাবার সময় িলেখ রাখেব
এখােন ǯকমেন এেসছ। ǯযমন BFS এর ǯǹেȴ তুিম ǯকান নতুন ǯনােডআসার সময় িলেখ রাখেব ǯকান
ǯনাড ǯথেক এখােন এেসছ। তাহেলই হেব।

িতনিট ȃাস ও পািন

খুব কমন একিট পাজল হল, ǯতামােক 3 ও 5 িলটােরর ʣইিট ফঁাকা ȃাস আর 8 িলটােরর একিট পািন
ভিতǮ ȃাস ǯদয়া থাকেল তুিম 4 িলটার পািন আলাদা করেত পারেব িকনা। যিদ ʤধু ɔɶ হয় পারেব
িকনা তাহেল DFS কেরই করেত পারেব। আর যিদ চায় সবেচেয় কম কতবার ঢালাঢািল কের? তাহেল
ǯতামােক BFS করেত হেব। এটা বুঝা ǯগল ǯয এটা BFS িদেয় সমাধান করা যােব িকʞ ǯনাড ই বা কই
আর edge ই বা কই? আসেল BFS করেত ǯযআসেল vertex বা edge লাগেব এই ধারনা িঠক না।
আমােদর যা জানেত হেব তাহল আমরা ǯকাথায় আিছ আর এখান ǯথেক আমরা ǯকাথায় ǯকাথায় ǯযেত
পাির। িকছুটা DP এর মত িচɂা করেত পােরা। আমরা ǯযখােন আিছ ǯসটােক একটা state আকাের
represent করেত হেব- এটাই মূল িজিনস। ǯযমন আমােদর এই ɔবেলম এর state হেত পাের
িতনিট পােȴ কত খািন কের পািন আেছ। ʠতরাং আমরা 1-dimensional array ǯত visited না
ǯরেখ একটা 3-dimensional array ǯত visited রাখেত পাির আর queue ǯত একিট নাɤার না
ǯরেখ িতনিট নাɤার একেȴ structure কের রাখেত পাির (structure এর queue). এভােব BFS
করেলই এই সমʓা সমাধান হেয় যােব।

এইসাবেসকশন ǯশষকরারআেগআেরকিট িজিনস, তা হল ǯতামরা চাইেল িকʞএই state ǯক ʣ-
ইিট নাɤার িদেয় represent করেতপােরাআরতাহল ɔথম ʣইপােȴ কতখািন কের পািনআেছ। কা-
রন 8 ǯথেকঐপিরমান বাদ িদেলতুিম তৃতীয় পােȴর পািনর পিরমান ǯপেয় যােব। এইoptimization
এর ফেল ǯতামার run time এ ǯকান পিরবতǮন হেব না তেব memory কম লাগেব। ǯতামরা চাইেল
queue ǯত িতনিট নাɤার ই রাখেত পােরা এেত কের কɾ কের 8 ǯথেক িবেয়াগ করার কাজ করেত হেব
না আবার ǯসই সােথ আমরা visited রাখার সময় ɔথম ʣইিট সংখǫা বǫবহার করব যােত আমােদর
memory কম লােগ। এই িȠǴটা ɔায়ই কােজ লােগ। যােত ǯবিশ computation এর দরকার না
হয় ǯসজɏআমরা queue ǯত সব িজিনসই ǯরেখ ǯদব িকʞ visited বা memorization এর জɏ
যােত কম জায়গা লােগ ǯসজɏআমরা ǯছাট visited matrix বǫবহার করব।
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ǯতামােক একিট িȅড ǯদয়া থাকেব। ǯসই সােথ ǯতামার ʤʡর জায়গা আর ǯশষ গɂবǫ ǯদয়া থাকেব।
ǯতামােক সবেচেয় কম কত সমেয় গɂেবǫ ǯপঁৗছান যায় তা বলেত হেব। এটা খুব ভাল মতই বুঝা যােȏ
ǯয িȅড এর এেককিট ǯসল হল এেককিট ǯনাড। ǯতামরা যারা ɔথম ɔথম ǯɔাȅািমং করেতেসা তারা
হয়েতা ɔিত ǯসল ǯক 1, 2, . . . RC এভােব নাɤার িদেব িকʞ এর ǯথেক ʠিবধা হেব তুিম যিদ ǯনাডেক
(r, c) ভােব represent কর। আর ৮.4 এর মত ʣইিট matrix রাখ।

Listing ৮.4 : cellbfs.cpp

1 i n t d r [ ] = {−1, 0 , 1 , 0} ;
2 i n t dc [ ] = {0 , 1 , 0 , −1};
3
4 i n t v a l i d ( i n t r , i n t c )
5 {
6 r e t u r n r >= 0 && r < R && c >=0 && c < C;
7 / / a l s o may be check i f ( r , c ) i s empty .
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8 / / you may a l s o check i f t h e c e l l i s v i s i t e d by b f s .
9 }

তাহেল (r, c) ǯথেক নতুন ǯযসব cell এ ǯযেত পারেব ǯসসব হল (r + dr[i], c+ dc[i]) (i এর
একিট লুপ 0 হেত 3 পযǮɂ চালাও) আর এই নতুন cell িট আেদৗ valid িকনা তা জানার জɏ ৮.4
ǯকাড এর valid ফাংশনেক call কের ǯদখ।

UVa 10651

এিট তুিম BFS বা DFS ǯযেকােনা িট িদেয়ই সমাধান করেত পারেব। কারন এখােন সবǮিনɡ কয়িট
peeble থাকেব অথǮাৎ ǯকান ǯকান game configuration এ যাওয়া যােব ǯসিটই মূল িজিনস।

0 ও 1 cost এর ȅাফ

ধরা যাক ǯতামােক একিট weighted ȅাফ ǯদয়া হল যার edge cost হয় 0 নাহয় 1. এই ǯǹেȴ এক
ǯনাড ǯথেকআেরক ǯনাড এ যাবার shortest path ǯবর করার একিট সহজ উপায় হল BFS এর মত
কাজ করা। তুিম যখিন 0 িদেয় ǯযেত চাইেব তখন queue এর ʤʡেত add করবা, আর 1 িদেয় ǯযেত
চাইেল queue এর ǯশেষ। আসেল ʣই িদেক add করেত পারেল ǯসটা আর queue থােক না, এর
আেরক নাম হল deque. STL এ deque বেল built-in ডাটা ʔাকচার আেছ। আর ǯনবার সময়
সবসময় সামেন ǯথেক িনবা। এেǹেȴ deque এর সাইজ n এর ǯথেক ǯবশ বড় ɔায় m এর সমান
হেয় ǯযেত পাের মেন হয়। এজɏ ǯতামরা যিদ একটা distএরঅǫাের রােখা তাহেল এই সাইজ কিমেয়
2n বািনেয় ǯফলেত পােরা।

৮.৪ Single Source Shortest Path
Shortest Path ɔবেলম হল, ǯকান একটা weighted graph এ এক ǯনাড ǯথেক আেরক ǯনাড
এ যাবার সবǮিনɡ cost ǯবর করার ɔবেলম। সাধারনত আমরা ʣই ধরেনর Shortest Path ɔব-
ǯলম ǯদেখ থািক। Single source shortest path এবং All pair shortest path. Single
source shortest path ɔবেলম এ আমরা এক ǯনাড ǯথেক অɏ সকল ǯনাড এ যাবার সবǮিন-
ɡ cost ǯবর কের থািক আর All Pair Shortest Path ɔবেলম এ আমােদর ɔিতিট ǯনাড ǯথেক
অɏ সকল ǯনাড এ যাবার cost ǯবর করেত হয়। ǯতামরা হয়েতা ভাবেত পােরা ǯয তাহেল Single
Source Single Destination Shortest Path বেল আরও একটা িকছু বলিছ না ǯকন? কারন
হল, Single Source Shortest Path এর মাধǫেম এই Single Destination এর variation
টা সƼভ করা যায় আর তাছাড়া মূল কারন হল, Single Destination এর variation সমাধান
করার জɏ আসেল simpler ǯকান algorithm ǯনই। ǯখয়াল কর আিম িকʞ simpler বেলিছ।
আিম এখােন Single Source Shortest Path এর সােথ তুলনা করিছ। অথǮাৎ, আমরা Single
Source Shortest Path এর জɏ ǯযসকল algorithm ǯদখব, Single Destination এর
জɏ তার ǯথেকও efficient algorithm আসেল আমার জানা ǯনই। তেব ʜা, হয়েতা খুবই সামা-
ɏ optimization করেত পারেব িকʞ আসেল worst case এ একই time complexity পােব।
এসব কথা এখন বুঝেত না পারেলও সমʓা ǯনই, িনেচর algorithm ʝিল বুেঝ এেস এই কথা ʝেলা
পড়েলআসাকির বুঝেতপারেবআিম ǯকান optimizationএরকথা বলিছ, বা ǯকন বলিছ ǯয Single
Destination এর variation এ আমরা Single Source Shortest Path এর algorithm ই
বǫবহার করব।

Single Source Shortest Path এর জɏ ʣইিট algorithm খুব ǯবিশ বǫবহার করা হয়।
আসেল এই ʣইিটর বাইেরআমার জানাও ǯনই। একিট হল Dijkstra's Algorithm১ আরআেরকিট
হল BellmanFord Algorithm.

১আিমআসেলজািন নাআসলউȎারন িক! অেনেকঅেনকভােব উȎারনকের।আিমও িবিভɈ বয়েস িবিভɈউȎারনকরতাম,
ǯছাট ǯবলায় িডিজকʔা বড় হেয় ডায়াকʔা। মােঝ মেন হয় আরও অেনক িকছুই বলতাম। তেব ǯমাটােমািট সবাই ডায়াকʔা ই
বেল অভǫʉ।
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৮.৪.১ Dijkstra's Algorithm
সাধারনতএই algorithmবǫবহার করা হয় যিদ সব edgeএর costঅঋণাȯক (non-negative)
হয়। এেক িবিভɈ ভােব implement করেল িবিভɈ time complexity পাওয়া সɥব। আমরা
O
(
n2
)
িদেয় ʤʡ কির।

• ɔথেম একিট n সাইেজর array ǯনই, ধরা যাক এর নাম dist (distance এর সংিǹɐ ʢপ)
এবং এর ɔিতিট element ǯক ইনিফিনিট cost ǯদই। অেনেক ইনিফিনিট িহসােব খুব বড়
সংখǫা ǯযমন 1′000′000′000 বǫবহার কের থােক। অেনক সময় ǯকউ ǯকউ −1 ǯক বǫবহার
কের থাকেতপাের। তুিম যাই বǫবহার কর না ǯকন ǯতামার বািক ǯকাডটা ǯসইঅʟসাের িলখেলই
হেব।

• ǯযেহতু আমরা Single Source Shortest Path সমাধান করেতিছ, ʠতরাং আমােদর কােছ
একিট source বা ǯযখােন ǯথেক আমােদর যাȴা ʤʡ ǯসই ǯনাড আেছ। ধের ǯনই ǯসটা s।
তাহেল আমরা উপেরর array ǯত s এর পিজশেন 0 বসােবা। এর মােন হল, s এ ǯপঁৗছানর
cost হল 0.

• আরও একটা n সাইেজর array ǯনই যার নাম ধরা যাক visited এবং এর ɔিতিট ʊান 0 Ȼারা
initialize কির।

• এখন আমােদর এই ধাপটা বার বার করেত হেব। এই ধােপ আমরা ǯদখব ǯকান ǯকান ǯনাড
এর visited এ 0আেছ, তােদর মাঝ ǯথেক ǯযই ǯনােডর cost, dist array ǯত সবেচেয় কম
তােক select কির। ধরা যাক ǯসই ǯনাডটা হল u. এখন visited array ǯত u এর পিজশেন
1 বিসেয় ǯদই। এবারআমরা ǯদখব u ǯথেক ǯকাথায় ǯকাথায় যাওয়া যায়? ধরা যাক, u ǯথেক v
ǯত যাবার জɏ একিট edgeআেছ যার cost হল c. আমরা ǯদখব ǯকানিট ǯছাট dist[v] নািক
dist[u] + c? অথǮাৎ আমরা ǯদখেত চািȏ ǯয v ǯত already ǯযভােব যাওয়া যায় ǯসটা ভাল
নািক আমরা যিদ ɔথেম u ǯত এেস এর পর u− > v edge বǫবহার কের যাই তাহেল ǯসটা
ভাল হেব। যিদ dist[u]+cকম হয়তাহেল dist[v] ǯকএই মান িদেয় updateকির।১ এভােব
আমরা এেক এেক u এর সােথ লাগান সব edge ǯচক করব।২ এভােব যতǹণ না আমােদর
সব ǯনাড visited হেয় যায় (অথǮাৎ visited array ǯত সবাই 1 হওয়া পযǮɂ) ততǹণ আমরা
এই ɔেসস চালােত থাকব।

• এখন তুিম dist এর array ǯত s ǯথেক সকল ǯনাড এর সবǮিনɡ distance তুিম ǯপেয় যােব।

এখােন আমােদর তৃতীয় ধাপ িকʞ চলেব n বার। এবং ɔিতবার আমরা সব ǯনাড পযǮেবǹণ কের
ǯবর করিছ আমােদর ঐ ধােপর u ǯক হেব। ʠতরাং আমরা n বার n সমান কাজ করিছঃ O

(
n2
)
. এর

পের ɔিত u এর জɏ আমরা এর সােথ লাগান edge ʝিল ǯচক করিছ, এর মােন হল ɔিতটা edge
আসেল খুব ǯজার 2 বার ǯচক হেব। ʠতরাং আমােদর complexity হেব O

(
n2 + m

)
বা O

(
n2
)

(কারনm ≤ n2).
এখন আমরা এই complexity ǯক চাইেলই কিমেয় O

(
m logm

)
করেত পাির। ǯখয়াল কের

ǯদখ আমরা একিট ধােপ লুপ চািলেয় ǯকান unvisited ǯনাড িমিনমাম ǯসটা ǯবর কেরিছলাম। তা না
কের আমরা চাইেল STL এর priority queue বǫবহার করেত পাির। যা করেত হেব তা হল, একিট
structure এর priority queue বানােত হেব। এর পর যখিন ǯকান ǯনাড এর cost আপেডট
করা হেব তখনই ǯসই ǯনাডেক cost সহ priority queue ǯত পুশ কের িদেত হেব। আর ɔিতবার
িমিনমাম cost এর ǯনাড িসেলǲকরার সময় priority queue ǯথেক িমিনমাম cost এর strcut এর
object িনেয় ǯদখেত হেব ǯসখােন ǯয ǯনাড আেছ ǯসটা িক visited িকনা। যিদ visited হেয় থােক
তাহেল এটা িনেয়আরকাজকরার দরকার ǯনই। ǯখয়াল করআমরা এইmethodএ িকʞএকিট ǯনাড
একািধকবার পুশ করিছ। আমরা ধের িনেত পাির ɔিত edge এর জɏ একবার কের পুশ হয় ǯকান না

১update করা মােন হল পিরবতǮন করা, বা ভাল মান িদেয় পিরবতǮন করা।
২ǯখয়াল কর, আমােদর মূল লǹǫ হল u ǯথেক ǯযই ǯযই edge িদেয় যাওয়া যায় তােদর update করা। ʠতরাং আমােদর

ȅাফ directed বা undirected যাই ǯহাক না ǯকন ǯসইভােব কাজ করেলই এই algorithm কাজ করেব।
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ǯকান ǯনাড। ʠতরাংm বার পুশ হয়m সাইেজর heap বা priority queue ǯত, ʠতরাং আমােদর
complexity O

(
m logm

)
.

যারা মেনােযাগ িদেয় পেড়ছ আসা কির বুঝেত পারছ ǯয আমােদর আরও optimization এর
ʠেযাগ আেছ। আমরা যিদ priority queue ǯত বার বার পুশ না কের আেগর পুশ করা ǯনাড এর
costআপেডটকরেতপারতাম তাহেল িকʞ complexity কেম ǯযেতা। ʠতরাং ǯতামােদর যিদআরও
efficient করার ɔেয়াজন হয় তাহেল িনেজরা heap বািনেয় করেত পােরা িকʞ এেত আরও অেনক
ǯকাড করেত হয় বেল আমরা সহেজ িনেজ ǯথেক heap বানাই না।

যারা STL এর set সɢেকǮ জােনা তারা হয়েতা মেন করেত পােরা priority queue বǫবহার না
কের set বǫবহার করেল ǯতা complexityআরওকমেত পাের! কারন set এ চাইেল remove করা
যায়, ʠতরাং আমরা আমােদর complexity O

(
m logn

)
ǯত নািমেয় ǯফলেত পাির। িকʞ সমʓা

হল, set এর internal algorithm অেনক কমেɑǴ আরও definitely বলেত ǯগেল বলেত হয়,
priority queue আসেল একটা heap আর set আসেল একটা red black tree. Red black
tree এর internal structure অেনক কমেɑǴ িবধায় এেদর ʣজেনর ǯমাটােমািট সব অপােরশন
এর complexity O

(
logn

)
হেলও set এর constant factor আসেল ǯবিশ। ʠতরাং ǯবিশর

ভাগসমেয়ই ǯদখা যায়, priority queue, setএর ǯথেকdijkstra algorithmএভালperform
করেছ। তেব যিদ কখনও ǯতামরা খুব denseȅাফএরসɧুিখন হউঅথǮাৎm ≈ n2 তাহেল priority
queue না বǫবহার কের set বǫবহার করেল ভাল performance পাবা।

এখন আশা কির িনেজরাই বুঝেত পারছ ǯকন এই algorithm ঋণাȯক edge cost এর ǯǹেȴ
কাজকরেব না। ঋণাȯকedge cost থাকেল বড়সমʓা হলএই algorithmঅʟসাের ȅােফɔেসস
করেতথাকেলএকসময় ǯদখা যােব visited ǯনাডএরও costকমেব িকʞআমরা এই algorithmএ
visited ǯনাড ǯক ʣই বার ɔেসসকির না। যিদআমরা বার বার ɔেসসকরতামআরȅােফ negative
cycle না থাকত তাহেল এই algorithm ই negative edge cost এও কাজ করত তেব ǯস ǯǹেȴ
আমােদর complexity আসেল খুব একটা ভাল হেব না, আিম িনেজও িনিɴত না complexity কত
হেব, মেন হয় O

(
m2logm2

)
এর মত িকছু হেব। তেব এভােব ǯয negative edge cost ওয়ালা

ȅােফ shortest path ǯবর করা সɥব তা ǯজেন রাখা ভাল। যিদআমার ʣবǮল ʏৃিতশিǷআমার সােথ
ʣɾুিম না কের তাহেল আমার মেন হয় আমােক এভােবও িকছু ɔবেলম সƼভ করেত হেয়িছল।

৮.৪.২ BellmanFord Algorithm

এিটও single source shortest path ǯবর করার একিট algorithm এবং এিট dijkstra এর
তুলনায় অেনক সহজ এবং ঋণাȯক edge cost এ এিট কাজ কের। তাহেল আমরা dijkstra িশখ-
লাম ǯকন? কারন এর complexity O

(
mn
)
যা dijkstra এর তুলনায় অেনক ǯবিশ। যিদ ȅােফ

negative cycle ও থােক তাহেল এই algorithmতা বুঝেত পাের। negative cycle হল ȅােফর
এমন একিট cycle ǯযখােন edge cost এর sum ঋণাȯক হয়। অথǮাৎ তুিম একটা ǯনাড ǯথেক ʤʡ
কের িবিভɈ edge হেয়আবার ʤʡর ǯনাড এ িফেরআসেবআর ǯদখেত পােব ǯয ǯতামার edge cost
এর sum ঋণাȯক হেয় ǯগেছ। এিট ǯকন সমʓার কারন বুঝেত পারছ ǯতা? কারন হল, negative
cycle এ আেছ এমন একিট ǯনাড এ তুিম যিদ ǯযেত পােরা তাহেল ǯসই ǯনাড এ ǯপঁৗছানর খরচ তুিম
িকʞ negative cycle বǫবহার কের কমােতই থাকেত পােরা। ʠতরাং ঐ সকল ǯনাড এরminimum
cost আসেল undefined বা negative infinity বা এরকম অেনক িকছুই বলেত পােরা। অেনক
ɔবেলমই আেছ ǯযখােন ǯতামােক বলেত বলেব ǯকান ǯকান ǯনাড এরকম negative cycle এ আেছ
বা ʤʡর ǯনাড ǯথেক ǯকান ǯকান ǯনাড এ যাওয়া যায় যারা negative cycle এ আেছ। এসব ǯǹেȴ
আমরা BellmanFord algorithm বǫবহার করেত পাির। ǯখয়াল কর, negative cycle এ থাকা
মােনই ʤʡর ǯনাড ǯথেক negative infinity cost এ ǯপঁৗছান না!!

এই algorithm ǯক ʣইিট অংেশ ভাগ করা যায়।
ɔথম অংেশ আমরা shortest path ǯবর করব। ɔথমত আমােদর একিট n সাইেজর dist এর

অǫাের িনেত হেব যার সকল element হেব infinity ǯকবল source হেব 0. এখনআমােদর একিট
কাজ n বার করেত হেব। কাজিট হল, সব edge এেক এেক িনেত হেব,ধরা যাক একিট edge হল a
ǯথেক b ǯত এবং তার cost হল c (যিদ ȅাফিট bidirectional হয় তাহেল অɏ িদেকর edge টাও
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আলাদা ভােব consider করেত হেব)। এখন ǯতামােক ǯদখেত হেব, dist[b] বড় নািক dist[a] + c
বড়। ǯসইঅʟসােরআপেডটকরেতহেব।এইধাপটাnবার চালােলই ǯতামােদর shortest path ǯবর
হেয় যােব। ǯখয়াল কর,আমরা বাইেরর লুপ চালািȏ n বারআর িভতেরর edgeএর লুপ চলেছm বার
ʠতরাং আমােদর complexity হেব O

(
mn
)
. ǯতামরা চাইেল এখােন একটা ভাল optimization

করেত পােরা এবং এিট ɔায়ই কােজ লােগ িবেশষ কের যখন mincost maxflow ǯত আমরা যখন
bellman-ford বǫবহার কের থািক১। optimization টা হল, আমরা যখিন ǯদখব n এর লুেপর
িভতেরর edge এর লুেপ ǯকান edge ǯকান আপেডট ঘটায় নাই, তাহেল n এর লুপ ǯক break কের
ǯফেলা। কারন পেরর অɏ ǯকান লুেপ আর ǯকান আপেডট হেব না। আর আেরকটা কাজও করেত পা-
ǯরা, ǯসটা হল, bellman ford চালানরআেগ edgeʝেলার order তুিম randomizeকের ǯফেলা।
এেত ʠিবধা হল ǯকউ যিদ bellman ford এর জɏ বােজ case বানায়ও, তুিম edge এর order
পিরবতǮন কের ǯফলায় ǯসটা আর থাকেব না।

এখন িȻতীয় অংেশ আশা যাক। িȻতীয় অংেশ আমরা ǯবর করব ȅােফ negative cycle আেছ
িকনা। এটা করার জɏ যা করেত হেব তা হল, আমােদরআেগর nএর লুপ এর িভতেরর অংশআেরক-
বার চালােত হেব। যিদ ǯদখ এই n+1 তম বােরআবারও ǯকান edge Ȼারা ǯনাড এর costআপেডট
করা যায় তাহেলই বুঝবা ǯয ǯতামার ȅােফ negative cycle আেছ।

৮.৫ All pair shortest pathবা FloydWarshall Algorithm

আমােদর dijkstra algorithm এর complexity িছল O
(
m logn

)
এর মত। আমরা যিদ সব

ǯনাড ǯথেকই dijkstra চালাতাম তাহেল all pair shortest path ǯবর করেত সময় লাগত ɔায়
O
(
nm logn

)
এর মত। যিদ ȅাফ টা খুব একটা dense না হয় (m ≈ n2) তাহেল n বার dijkstra

চালানই ভাল। সিতǫ কথা বলেত ǯযখােন floyd warchall চালােত হেব ǯসখােন বার বার dijkstra
চালােলই হেয় যাবার কথা। তাহেলআমরা floyd warshall িশখব ǯকন? এর একমাȴ কারন হল এর
ǯকাড খুবই ǯছাট ও সহজ। মাȴ পঁাচ লাইন আর ǯসই পঁাচ লাইেনর মােঝ িতনিট for-loop। এিট মেন
রাখাও খুব সহজ। ɔথেমই আমরা algorithm টা ǯদেখ ǯনইঃ

Listing ৮.5 : apsp.cpp

1 f o r ( k = 1 ; k <= n ; k ++)
2 f o r ( i = 1 ; i <= n ; i ++)
3 f o r ( j = 1 ; j <= n ; j ++)
4 i f (w[ i ] [ j ] > w[ i ] [ k ] + w[ k ] [ j ] )
5 w[ i ] [ j ] = w[ i ] [ k ] + w[ k ] [ j ] ;

ʤধু মেন রাখেত হেব ǯয, ɔথেম k এর লুপ এর পর iআর j. এখােন ǯশষ ʣই লাইেন িক করা হেȏ
তােতা বুঝেত পারছ? ǯদখা হেȏ ǯয, i ǯথেক j ǯত যাবার cost িক k হেয় যাওয়ার cost ǯথেক ভাল
না খারাপ। এর পরআমরা ভাল cost িদেয়আপেডট কের ǯদব। ǯতামরা যারা এখনও ভাবছ ǯযw এর
array ǯত িক আেছ তােদর জɏ বলিছ, এই array এর initial ভǫালু হেব infinity. এর পর যিদ
ǯতামার ȅােফ i হেত j ওেয় মােঝ ǯকান edge থােক তাহেল তার cost হেব w[i][j] এর মান। যিদ
একািধক edge থােক তাহেল সবǮিনɡ টা িনেব। যিদ ȅাফ টা undirected হয় তাহেল একই সােথ
w[j][i] ǯতও ǯসই মান িদেয় িদেব।

এখন ɔɶ হল এর complexity কত? খুবই সহজ O
(
n3
)
.

আরও একিট ɔɶ হল, ঋণাȯক edge cost এ floyd warshall িক কাজ করেব? ʜা করেব।
ʤধু তাই না, ȅােফ ǯকান ǯকান ǯনাড িদেয় negative cycle যায় তাও ǯবর করা যােব। তুিম ʤʡেত
সকলw[i][i] এ 0 িনেব। এর পর floyd warshall চালানর পর যিদ ǯদখ ǯয ǯকান একিটw[i][i] এ
negative মান এর মােন হল ঐ ǯনাড িদেয় একিট negative cycle িগেয়েছ।

১যাকআমার ʣবǮল ʏৃিতশিǷআমার সােথ ʣɾািম কের নাই! আিম mincost maxflow ǯত negative cost এর edge
এর জɏ dijkstra কেরিছ বʦবার।
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৮.৬ Dijkstra, BellmanFord, Floyd Warshall ǯকন সিঠক?

Dijkstra ǯকন সিঠক এটা আসেল বǫখǫা করার িকছু ǯনই। তুিম ɔিতবার সবেচেয় কম cost এ যাওয়া
যায় এমন vertex ǯক visited করছ আর ǯযেহতু ǯতামার edge cost অঋণাȯক ǯসেহতু আেগর
visited ǯকান ǯনােড আসেল আরও কম খরেচ তুিম ǯযেত পারেব না।

BellmanFord এ িভতেরর লুপ এ িক করিছ তােতা বুঝা যায়, ǯযটা বুঝা যায় না ǯসটা হল ǯকন
ǯসই কাজ n বার করেলই আমরা shortest পাথ পােবা! ǯখয়াল কর, তুিম যিদ s হেত shortest
path ǯবর করেত চাও সব জায়গার তাহেল ɔিতিট জায়গায় তুিম nএর ǯথেক কম edge িদেয় ǯপৗছা-
ǯত পারেব। এখন িভতেরর লুপ িদেয় িকʞ আমরা এই কাজ টাই করিছ। যিদ মেন কের থােকা একবার
চালােলই ǯতা সব ǯবর হেয় যাওয়া উিচত। না, এখােন িকʞ edge এর order টা খুব important.
যিদ ǯকও চায় তাহেল ǯস edge এর order এমন ভােব িদেত পাের ǯয একবার লুপ ঘুরেলই সব
জায়গার shortest path ǯবর হেয় যােব, আবার ǯকউ যিদ চায় তাহেল n বারই ঘুরােত পারেব। ১

Floyd warshall ǯকন সিঠক এটা বুঝা একটু ঝােমলা। এর জɏ ǯযটা বুঝেত হেব ǯসটা হল k
এর লুপ টা বাইের ǯকন২? এখােনর k এর লুপেক Bellman Ford এর বাইেরর লুপ এর মত ভাবেল
হেব না। িভতেরর ʣইিট লুপ n বার ঘুরান এর উেȷɹ না, এর উেȷɹ হল i হেত j ǯত যাবার সময়
যিদ k িদেয় যাওয়া হয় তাহেল ǯসটা ভাল হয় িকনা এটা বুঝা। আরও ভাল কের বলেত, যিদ িভতেরর
লুপ k বার ঘুের এর মােন হেব, i হেত j পযǮɂ ʤধু 1, 2, . . . k িদেয় ǯগেল সবেচেয় কম যত cost এ
যাওয়া যায় টা w[i][j] ǯত থাকেব। ʠতরাং আমরা যিদ n পযǮɂ লুপ চালাই তাহেল আসেল shortest
path ǯপেয় যাব।

৮.৭ Articulation vertex বা Articulation edge

একিট undirected ȅাফ এ যিদ ǯকান ǯনাড ǯক মুেছ ǯফলেল ȅাফটা disconnected হেয় যায়
তাহেল তােক articulation vertex বেল। একই ভােব যিদ ǯকান edge ǯক মুেছ ǯফলেল ȅাফটা
disconnected হেয় যায় তাহেল তােক articulation edge বা articulation bridge বেল।
DFS বǫবহার কের খুব সহেজই articulation vertex বা edge ǯবর কের ǯফলা যায়। DFS এর
একটা powerful ɔেয়াগ হল এিট। এটা করার জɏআমােদর কেয়কিট িজিনেসর সােথ পিরচয় হেত
হেবঃ dfsStartTime, dfsEndTime এবং low. Articulation vertex বা edge ǯবর করেত
এেদরসবʝিলই ǯয দরকারতা নয়, িকʞএেদর বǫবহারকেরআমরা ǯবশজিটলজিটলɔবেলমসমাধান
কের ǯফলেত পাির। িবেশষ কের Informatics Olympia ǯলেভেল এধরেনর অেনক ɔবেলম ǯদখা
যায়। যতদূর মেন পের 2006সােলর IOI এএরকমএকিট ɔবেলম িছল। যাই ǯহাক, dfsStartTime
ও dfsEndTime খুবই সহজ িজিনস। তুিম dfsTime বেল একটা variable রাখেব যার initial
মান হেব 0. এর পর ǯতামরা dfs করার সময় যখিন ǯকান একটা নতুন unvisited ǯনােড আসেব
তখনই dfsStartTime এ dfsTime এর বতǮমান সময় ǯনাট করেবআর ǯকান ǯনােডর সকল child
এর visit ǯশষ হেয় ǯগেল ǯসই time টা dfsEndTime এ মাকǮ কের রাখেব। আর ɔিতবার নতুন
vertex ǯক visit করার সময় dfsTime ǯক এক কের বাড়ােব। এেতা ǯগল dfsStartTime আর
dfsEndTime. low একটু জিটল িজিনস। আমরা ǯতা জািন dfs পুেরা ȅােফ একটা tree এর মত
কের আগায়। মােন ǯকান ǯনােডর যিদ unvisited adjacent vertex থােক তাহেল আমরা ǯসটা
visit কির (িনেচ নািম) আর যিদ ǯকান unvisited adjacent vertex না থােক তাহেল ǯফরত যাই
(parent এ ǯফরত যাই)। যিদ ǯসই ǯনাড ǯথেক ǯকান visited ǯনাড এ যাওয়া যায় তা অবɹই এর
ancestor হেব অথǮাৎ ঐ ǯনাড ǯথেক root এর path এর মােঝই থাকেব (িচɂা কের ǯদখ) অথবা
তার subtree ǯত থাকেব। যিদ ǯকান ǯনাড ǯথেক তার ancestor এ যাওয়া যায় তাহেল ǯসই edge
ǯক আমরা back edge বিল। low[u] হল u ǯনাড বা u এর subtree ǯত থাকা ǯনাডʝিল ǯথেক
সবেচেয় উপের (root এর কােছর) ǯযই ǯনাড এ যাওয়া যায় তার index.

১আসেল n− 1 বার ঘুরােলই হয়। ǯকান এক ঐিতহািসক কারেন আমরা সবসময় n বার বেল থািক।
২আেগ আিম ǯবশ কেয়কবার এই ভুল করতাম, ɔায় সময় k এর লুপ িভতের িদেয় থাকতাম ভাবতাম একই ǯতা কথা! িকʞ

এক কথা না।
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low[u] ǯবর করার জɏ যা করেত হেব তা হলঃ ধরা যাক v হল u এর adjacent ǯকান vertex.
যিদ v ইেতামেধǫই visited হেয় যায় তাহেল হয় v হেব uএর parent বা parent না (ancestor)।
যিদ ancestor হয় তাহেল তার dfsStartTime িদেয় low[u] ǯক update করেত হেব। আর
যিদ parent হয় তাহেল একটু সতকǮ হেত হেব। parent ǯথেক ǯযই edge িদেয় আমরা u ǯত
এেসিছ যিদ ǯসই edge হয় এটা তাহেল আমরা ǯকান িকছু করব না, আর যিদ এটা িভɈ edge হয়
তাহেল আেগর মত update করেত হেব। যিদ আমােদর ȅাফ multi edge ȅাফ না হয় তাহেল
আমােদর এটা িনেয় ভাবার িকছু ǯনই। এখন যিদ আমােদর v ǯনাডটা আেগ ǯথেক visited না হয়
তাহেল তার dfs করেত হেব recursively এবং low[v] িদেয় low[u] ǯক update করেত হেব।
এখােন update করা মােন হলminimum value টা ǯবর করা। এই low[] ভǫালু িকʞ ǯকান একিট
ǯনাড এর dfsStartTime, আমােদর এই time যত কম হেব ততই ǯসই ǯনাড root এর কাছাকািছ
হেব।

এখন আমােদর সব দরকাির value ǯবর করা হেয় ǯগেছ। এই value ʝেলা ǯদেখ আমরা বলেত
পারব ǯকান ǯকানটা articulation vertex আর ǯকান ǯকানটা articulation edge। ǯনাড u,
articulation vertex হেব ১. যিদ এিট root হয় এবং এর একািধক child থােক অথবা ২. এিট
root না হয় এবং low[u] ≥ dfsStartT ime[u] হয়। এখনআশা কির ǯতামরা একটু িচɂা করেলই
বুঝেব ǯকন এই ʣইিট condition এর একিট সতǫ হেল ǯসই ǯনাডিট articulation vertex হেব
বা ǯকান ǯনাড articulation vertex হেল ǯকন এই ʣই condition এর একিট সতǫ হেব।

যিদ উপেরর condition ʣইটা বুেঝ থােকা তাহেলআশা কির u−v edgeকখন articulation
edge হেব তাও ǯবর কের ǯফলেত পারেব। condition টা হল, u যিদ v এর parent হয় তাহেল
low[v] > dfsStartT ime[u] হেতহেব। ǯখয়ালকর, ǯকানbackedge িকʞকখনইarticulation
edge হেত পারেব না। ʠতরাং আমােদর ʤধু dfs tree এর edge ʝিল check করেলই হেব।

৮.৮ Euler path এবং euler cycle

আমরা ɔথেম ʤধু undirected graph িনেয় ভাবব। Euler path ১ হল ǯকান একিট ȅােফ যিদ
একিট vertex ǯথেক যাȴা ʤʡকের ɔিতিট edge, exactly একবার কের ঘুের ǯকান একিট vertex
এ যিদ যাȴা ǯশষ করা যায় তাহেল তােক euler path বেল। আর যিদ ʤʡ ও ǯশেষর vertex একই
হয় তাহেল তােক euler cycle বা euler circuit বেল। ǯকান একিট ȅােফ euler path বা cycle
আেছ িকনা তা ǯবর করা খুবই সহজ। ɔথম শতǮ হল ȅাফ ǯক connected হেত হেব। এখন যিদ সব
ʝিল ǯনাড এর degree ǯজাড় হয় তাহেল ȅাফ এ euler cycle আেছ (euler cycle থাকা মােন
িকʞ euler path ও থাকা, িকʞ উেɫাটা সতǫ নয়)।আর যিদ এই ȅাফ এর ʤধুমাȴ ʣইিট ǯনাড odd
degree ওয়ালা হয় তাহেলও ȅাফটােত euler path থাকেব তেব ǯসেǹেȴ আমােদর অবɹই ঐ
ʣইিট ǯনাড এর ǯকান একিট ǯথেক যাȴা ʤʡ করেত হেব। এরকম হবার কারন হল, ʤʡ আর ǯশেষর
ǯনাড বােদ বািক সব ǯনাড এর ǯǹেȴআমরা িকʞএকবার ঢুকেল ǯবর হেত হয় ʠতরাংআমােদর edge
ʝিল ǯজাড়ায় ǯজাড়ায় থােক বা বলেতপাির মােঝর সব vertex ʝিলর degree হেব ǯজাড়। এখন যিদ
cycle হয় তাহেল ǯযখান ǯথেক ʤʡ কেরিছ ǯসখােনই ǯশষ কেরিছ ʠতরাং ǯসই ǯনাড এর degree
ও ǯজাড় হেব। িকʞ যিদ এটা cycle না হেয় path হয় তাহেল ǯদখ ʤʡ আর ǯশষ vertex আলাদা
এবং তােদর degree হেব িবেজাড়। এটা ǯতা আমরা ɔমান করলাম ǯয euler path বা cyle হেল
এরকম property থাকেব। িকʞ এরকম property থাকেলই ǯয euler path বা cycle হেব তা
িকʞ ɔমান কির নাই। ǯসটা ɔমান করাও িকʞ খুব একটা কিঠন না। ǯতামরা induction বǫবহার কের
খুব সহেজই ɔমান করেত পারেব।

এখন ǯকাড কের ǯকমেন আমরা euler path বা cycle ǯবর করেত পারব? এটাও খুব সহজ,
dfs এর মত তুিম ǯকান একিট vertex ǯথেক যাȴা ʤʡ কর। তেব এখােন আমােদর vertex এর
জɏ ǯকান visited থাকেব না, থাকেব edge এর জɏ। ǯখয়াল ǯরেখা ǯকান একটা edge িকʞ ʣই
িদেকর ǯকান একিদক ǯথেকই visit করা যায়। এখন ǯকান একিট vertex এ আমরা দঁািড়েয় ǯদখব
ǯয এর ǯথেক ǯবর হওয়া ǯকান ǯকান edge এখনও visited হয় নাই, যিদ এমন ǯকান edge বািক

১Euler এর উȎারন অয়লার
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থােক তাহেল ǯসটা িদেয় ǯবর হেয় যাব এবং আেগর মতই ঘুরেত থাকব। আর যিদ ǯদিখ এই vertex
এর সােথ লাগান সব edge ই visited হেয় ǯগেছ তাহেল এই vertex ǯক print কের ǯদব। ǯখয়াল
কর এই ɔেসস এ িকʞ একটা vertex িকʞ অেনক বার visit হেত পাের।

এবার ǯদখা যাক directed ȅাফ এ ǯকমেন আমরা euler path বা cycle ǯবর করেত পাির।
আসেল আিম এই paragraph িলখার আেগ এই িজিনস এর সɧুিখন হই নাই বা হেলও মেন ǯনই।
ʠতরাং আিম একটু internet ǯঘঁেট ঘুেট যা ǯদখলাম তাহল directed ȅাফ এর euler path বা
cycle ǯবর করা ɔায় পুেরাপুির undirected ȅাফ এর মত। আমরা ǯকান একটা ǯনাড ǯথেক ʤʡ
করব, এর outgoing ǯকান edge িদেয় ǯবর হব যতǹণ ǯকান না ǯকান outgoing edge বািক
থােক। যখিন ǯশষ হেয় যােব আমরা print কের িদব এবং আেগর ǯনাড এ িফের যাব, িঠক আেগর
dfs এর মত। আশা কির বুঝেত পারছ ǯয আমােদর euler path বা cycle এর িঠক উলেটা order
িɔƴট হেয়েছ! আেরকটা িজিনস, তাহল path print করার আেগ ɔিতিট ǯনাড এর outdegreeআর
indegree একটু ǯদেখ িনেত হেব। ɔিতিট ǯনাড এর indegreeআর outdegree সমান হেত হেব
ǯকবল একিট ǯনাড এর indegree, outdegree হেত এক ǯবিশ হেত পারেব এবং একিট ǯনাড এর
outdegree, indegree এর ǯথেক এক ǯবিশ হেত পারেব। তাহেল তারা যথাǸেম path এর ǯশষ
ও ʤʡ হেব। িকʞ সবার যিদ in আর out degree সমান হয় তাহেল ǯযেকােনা ǯনাড ǯথেক ʤʡ কের
ǯসখােন ǯফরত আশা যােব। তেব আেগর মতই connected বǫপার টা একবার ǯদেখ িনেত হেব।
ǯখয়াল রাখেত হেব ǯযন, ʤʡর ǯনাড ǯথেক ǯযন সব জায়গায় যাওয়া যায় আর ǯশেষর ǯনাড এ ǯযন সব
জায়গা ǯথেক যাওয়া যায়।

৮.৯ টপলিজকাল সটǮ (Topological sort)

একিট directed ȅােফ ǯনাডʝিলেক এমন ভােব অডǮার করেত হেব ǯযন, যিদ u ǯথেক v ǯত ǯকান
directed edge থােক তাহেল সেটǮড অǫােরেত u, v এর আেগ থাকেব। এটা তখিন সɥব যখন ঐ
ȅােফ ǯকান directed cycle থাকেব না। cycle থাকেল ǯতা ঐ cycle এর ǯনাড ʝিলেক তুিম ǯকান
ভােবইঅমনঅডǮার িদেতপারেব না তাই না? আমরা এইঅǫালেগািরদম বǫবহারকের ǯকান directed
ȅােফ cycle আেছ িকনা তাও ǯবর কের ǯফলেত পারব।

আমরা ʣই ভােব topological sort করেত পাির। একিট হল BFS িদেয়আেরকিট DFS িদেয়।
আমার কােছ BFS িদেয় তুলনামুলক সহজ মেন হয়, এছাড়াও এখােন stack overflow িনেয় মাথা
ঘামােত হয় না। িকʞ DFS একটু তুলনামুলক ভােব ǯছাট হেয় থােক ১-২ লাইন। ɔথেম ǯদখা যাক
আমরা BFS িদেয় ǯকমেন সমাধান করেত পাির।

ɔথেমআমােদর একিট indegree এরঅǫাের লাগেব ǯযখােন ɔিতিট ǯনাড এর indegree িলখা
থাকেব। এবার একিট queue ǯত ǯসসব ǯনাড রাখেত হেব যােদর indegree শূɏ। এবার queue
ǯথেক এেক এেক ǯনাড তুলার পালা। একটা কের ǯনাড তুলেবা আর তার ǯথেক ǯযসব edge ǯবর হেয়
ǯগেছতােদর ǯদেখ ǯদেখঅɏɔােɂর ǯনাডএর indegreeকমােয় িদব। যিদঅɏɔােɂর indegree
শূɏ হেয় যায় তাহেল তােক queue ǯত ঢুিকেয় িদব। এভােব যতǹণ না queue ফঁাকা হেয় যায় তত-
ǹণ চলেত থাকেব। queue ǯত ǯনাড ǯযই order এ ঢুেকেছ ǯসটাই িকʞ topological sort এর
অডǮার। তেব একটা িজিনস, যিদ queueফঁাকা হেয় যাবার পেরও ǯদখ ǯয ǯকান ǯনাড এর indegree
এখনও শূɏ হয় নাই তার মােন ȅাফটায় cycle আেছ। এিট িকʞ খুবই intuitive একটা অǫালেগাির-
দম। ǯকন কাজ করেছ তা খুব সহেজই বুঝা যায়।

এবার আশা যাক DFS িদেয় ǯকমেন এটা সমাধান করা যায়। ধরা যাক T হল আমােদর ǯরজাɫ
এর একিট অǫাের, আর visitedআেরকিট অǫাের যার initial মান 0. এখনআমরা এেক এেক ɔিতিট
ǯনাড ǯদখব আর যিদ ǯসই ǯনাড এর visited এর মান এখনও 2 না হেয় থােক তাহেল তার DFS কল
করব। DFS এর ɔথেমই আমরা যা করব তাহল এর visited এর মান 1 কের ǯদব। এর পর এখান
ǯথেক ǯযই ǯযই directed edge ǯবর হেয়েছ তােদর ǯদখব। যিদঅɏɔােɂর ǯনাড visitedএর মান
1 হেয় থােক এর মােন হল আমরা একটা cycle ǯপেয় ǯগিছ ʠতরাং ǯনাড ʝিলর ǯকান topological
order ǯনই। যিদ visited এর মান 2 হয় তাহেল আমােদর করার িকছু ǯনই। আর যিদ 0 হয় তাহেল
আমরা ঐ ǯনাড এর জɏ DFS কল করব। এভােব ɔিতিট ǯনাড এর জɏ ɔেসিসং ǯশষ হেল আমরা
ǯসই ǯনাড এর visited ǯক 2 কের ǯদব এবং তােক T ǯত ঢুিকেয় ǯদব এবং DFS ǯথেক return
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করব। এভােব সব ǯনাড এর জɏ DFS ǯশষ হেয় ǯগেল আমরা T ǯত topological sort উলেটা
অডǮাের পােবা।

৮.১০ Strongly Connected Component (SCC)

একিট directed ȅােফ যখন একিট ǯনাড u ǯথেক v ǯত যাওয়া যায় এবং একই সােথ v ǯথেক u
ǯনাড এ যাওয়া যায় তখন আমরা বলব ঐ ʣইিট ǯনাড একই SCC ǯত আেছ। ǯখয়াল কের ǯদখ,
যিদ u আর v একই SCC ǯত থােক আর v আর w ও একই SCC ǯত থােক তাহেল u আর w ও
একই SCC ǯত থাকেব কারন তুিম w ǯথেক v ǯত ǯযেত পােরা আর v ǯথেক u ǯত ǯযেত পােরা,
একই ভােব u ǯথেকও v হেয় তুিম w ǯত ǯযেত পােরা। ʠতরাং u আর w একই SCC ǯত। একটু
িচɂা করেল বুঝেব ǯয এর মােন দঁাড়ায় তুিম পুেরা ȅাফেক আসেল অেনকʝিল SCC ǯত ভাংেত পা-
রেব ǯযন ǯকান একিট ǯনাড ǯকান একিট এবং ǯকবল মাȴ একিট SCC এর অংশ। ǯযমন ধর, যিদ
আমােদর edge ʝিল হয়ঃ (u, v), (v, w), (w, u) তাহেল এখােন ǯকবল মাȴ একিট SCC: u, v, w.
আবার ধরা যাকআমােদর edge ʝিল হলঃ (u, v), (w, v)তাহেল িকʞ িতনিট SCC: u, v, w. আবার
(u, v), (v, u), (w, u), (w, v) হেল ʣইিট SCC: u, v, w.

এখন আমরা SCC ǯবর করার অǫালেগািরদম িশখব। এর জɏ ʣইিট বʦল ɔচিলত অǫালেগা-
িরদম আেছ। একিট হল Kosaraju's algoritm (2-dfs অǫালেগািরদম) আেরকটা হল Tarjan's
algorithm. আিম আসেল ʤধু ɔথমটাই জািন। এটা করা বা বলা সহজ, িকʞ আমার কােছ মেন রাখা
ǯবশ কɾকর মেন হয় এবং বুঝাও একটু কɾকর মেন হয়। ɔথেম একিট visited এর অǫাের নাও এবং
সব ǯনাড ǯক unvisited কের দাও। এখন এেক এেক ǯনাড ʝিল ǯচক কর, যিদ ǯকান unvisited
ǯনাড পাও তাহেল তার জɏ dfs কল কর। dfs এর িভতের যা করবা তাহল, ঐ ǯনাড ǯক visited
কের িদবাআরঐ ǯনাড ǯথেক যিদ ǯকান unvisited ǯনাড এ যাওয়া যায় তাহেল তার dfs কল করবা।
adjacent সব ǯনাড visited হেয় ǯগেল dfs ǯথেক return করার আেগ একটা িলেʈর ǯশেষ (ধরা
যাক তার নাম L) ঐ ǯনাডেক পুশ কের যাবা। তাহেল সব ǯনাড visited হেয় ǯগেল িকʞ আমােদর ঐ
L িলেʈ সব ǯনাড থাকেব। এবার ǯযটা করেত হেব তাহল ঐ ȅােফর সব edge ǯক উলেটা কের িদেত
হেব (আসেল তুিম ʤʡেতই ʣইিট adjacency list বানােয় িনবা একটা িঠক িদেক আেরকটা উলেটা
িদেক)। তুিম ǯযই ǯনাড এর িলʈ L বানােয় িছলা ওটােকও উলেটা করেত হেব। এবার আমরা আরও
একটা DFS করব। আমােদর আবার সব ǯনাড ǯক unvisited কের িদেত হেব। এখন আমরা L এর
সামেনর িদক ǯথেক একটা একটা কের ǯনাড িনব এবং ǯস যিদ visited না হেয় থােক তার জɏ dfs
কল করব। ǯখয়াল ǯরেখা, এবার dfs এ িকʞ আমরা উলেটা ȅাফ বǫবহার করিছ। এই dfs এর সময়
ǯযই ǯযই ǯনাড visited হেব তারা একটা SCC ১. এভােব আমরা সব SCC ǯপেয় যাব।

এই বই িলখেত িগেয়আিম Tarjjan এর SCCঅǫালেগািরদম ǯদখলাম। খুব একটা কিঠন না। এই
অǫালেগািরদমটা িকছুটা Articulation Bridge বা Vertex ǯবর করার মত। তেব মেন রাখেত হেব
এবারআমরা directed ȅাফ িনেয় কাজ করিছ। সবসমেয়র মত ɔিতিট ǯনাড visited না হওয়া পযǮɂ
আমরা ɔিতবার একিট একিট কের unvisited ǯনাড িনেয় তার জɏ dfs কল করব। dfs এর ʤʡেত
আমরা তার startTime আর low ǯক বতǮমান time এর মান দারা আপেডট কের time এর মান
এক বাড়ােয় ǯদব। ǯসই সােথ এই ǯনাডেক একটা stack এ পুশ করব। এবার এই ǯনাড ǯথেক ǯযখােন
ǯযখােন যাওয়া যায় তােদর ǯদখার পালা। যিদ অপর ǯনাডিট আেগ ǯথেকই visited হয় তাহেলআমরা
বতǮমান ǯনাড এর low ǯক ওপর ǯনাড এর startTime িদেয় আপেডট করব (minimum িনব) আর
যিদ unvisited হয় তাহেল তার জɏ dfs কল করব। এভােব সব neighbor এর জɏ ɔেসিসং
ǯশষ হেল আমােদর ǯদখেত হেব ǯয তার low এর মান startTime এর মােনর সমান িকনা, অথǮাৎ
আমরা তার neighbor িদেয় তার ǯথেকও আেগর ǯকান ǯনাড এ ǯযেত পাির িকনা। যিদ ǯযেত পাির
(low এর মান startTime এর ǯথেকও কম) তাহেল এখােন আর িকছু করার ǯনই। আর যিদ সমান
হয়, তাহেলআমােদর stack ǯথেক ǯনাড তুলেতই থাকব যতǹণ না আমােদর বতǮমান ǯনাড পাই। এই
সব ǯনাডʝিল হল একিট SCC.

১ǯতামরা চাইেল dfs এর ফাংশন ǯক একিট number িদেয় িদেত পােরা ǯয এটা হল SCC এর নাɤার এটা িদেয় visited
ǯক মাকǮ করেত, বা চাইেল একটা িলʈ ও parameter এ িদেয় িদেত পােরা ǯযন visited ǯনাড ʝিল ঐ িলʈ এ রাখা হয়।
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৮.১১ 2-satisfiability (2-sat)
(a or b) and (!b or c) and (!a or !c) এই equation এরএকিট সমাধান হেত পােরঃ a = 1, b =
0, c = 0. িকʞ অেনক সময় ǯকান সমাধান নাও থাকেত পাের, ǯযমনঃ (a or b) and (a or !b) and
(!a or b) and (!a or !b). Formally বলেত ǯগেল a, b, c এʝেলােক variable বলা হয় আর
ʣইিট কের variable বা তােদর not িনেয় or কের ǯয এক একিট pair বানােনা হয় তােদর clause
বেল। অেনক ʝিল clause এর and কের বড় equation বা statement ǰতির করা হয়।আমােদর
লǹǫ হল, variable ʝিলেত এমন মান assign করা যায় িকনা ǯযনআমােদর statement টা সিঠক
হয়। ǯযেহতু ɔেতǫকটা clause এ ʣইিট কের term থােক ǯসজɏ এেক 2-sat ɔবেলম বলা হয়।
ǯতামােদর জানার জɏ বেল রািখ 3-sat ɔবেলম হল NP আর ʣিনয়ার ǯমাটােমািট অেনক ɔবেলম
এিদক ওিদক কের 3-sat এ কনভাটǮ করা যায়।

যিদ আমােদর statement এ n িট variable থােক তাহেল আমােদরেক একিট 2n ǯনাড এর
directed ȅাফ বানােত হেব। x িদেয় যিদ একিট variable থােক তাহেল x এর জɏ একটা ǯনাড
আেরকটা !x এর জɏ। এখন ধরা যাক (!x or y) হল একিট clause, তাহেল এেক আমরা ʣই ভােব
িলখেত পািরঃ x → y আর !y →!x. ১ বা (!x or y) ǯক এভােব তুিম interpret করেত পােরা
যিদ !x িমথǫা হয় তাহেল y সতǫ হেব, অথবা যিদ y িমথǫা হয় তাহেল !x সতǫ হেব। আমরা এেক ȅােফ
directed edge িদেয় ɔকাশ করব। (!x or y) এর ǯǹেȴআমােদর edge হেব x ǯথেক y এর িদেক
আর !y ǯথেক !x এর িদেক। অɏভােব বলেতঃ যিদ x সতǫ হয় তাহেল y ও সতǫ হেব, আর যিদ !y
সতǫ হয় তাহেল !x ও সতǫ হেব। এখনআমরা এভােব ɔেতǫকটা clause এর জɏ ʣইিট কের edge
িদব। সব edgeআঁকা ǯশেষআমােদর ǯদখেত হেব ǯয, xআর !x (এখােন x হল ǯযেকােনা variable,
অথǮাৎ ǯতামােক n িট variable এর জɏ ǯচক কের ǯদখেত হেব।) এর জɏ x ǯথেক !x এ আর !x
ǯথেক x এ ʣইিদেকই path আেছ িকনা। যিদ থােক তাহেল আমােদর 2-sat সমাধান করা যােব না।
আর যিদ এমন ǯকান variable খুেজ পাওয়া না যায় তাহেল সমাধান করা যােব। আমরা ʣইিট ǯনাড
ǯথেক এেক অপেরর িদেক যাওয়া যায় িকনা ǯকমেন সহেজ ǯবর করেত পাির? SCC! যিদ আমােদর
ȅাফেক SCC ǯত ভাȊার পের ǯদিখ x ও !x একই component এ পের তাহেল বুঝেবা এেক ওপেরর
িদেক যাওয়া যায়, আর না হেল যােব না।

এখন কথা হল একই component এ পরেল সমʓা কই? ǯখয়াল কর, যিদ কখনও x ǯথেক y
এ যাওয়া যায় এর মােন দঁাড়ােব, x সতǫ হেল y সতǫ হেব। তাহেল যিদ x ǯথেক !x এ পাথ থােক তার
মােন দঁাড়ােব x সতǫ হেল !x সতǫ হেব। অথǮাৎ x ǯক অবɹই িমথǫা হেত হেব। এটা সমʓা না। সমʓা
হেব যিদ একই সােথ !x ǯথেকও x এ পাথ থােক। তাহেল x ǯক অবɹই সতǫ হেত হেব। x ǯযেহতু
একই সােথ সতǫ আর িমথǫা হেত পারেব না ǯসেহতু আমােদর 2-sat এরও সমাধান থাকেব না।

কথা হল আমরা ǯবর করলাম ǯকমেন 2-sat সমাধানেযাগǫ িকনা তা ǯবর করা যায়। সমাধান ǯক-
মেন ǯবর করা যায়? এর উপায় হল, তুিম scc এর ɔেতǫক component ǯক contract (সং˄-
িচত) কের একিট ǯনাড বানাও। এই পিরবিতǮত ȅাফ অবɹই একিট DAG হেব (DAG = Directed
Acyclic Graph) অথǮাৎ এই directed ȅােফ ǯকান cycle নাই। ǯযেহতু ǯকান cycle নাই তাই এর
topological order আেছ। আমােদর যা করেত হেব, এই অডǮার এর ǯশষ ǯথেক আসেত হেব আর
ɔেতǫক component ǯক true ǯদবার ǯচɾা করেত হেব। যিদ ǯদখ ǯতামার এই component এ
এমন একটা variable আেছ যার মান আেগ ǯথেকই assing করা হেয় ǯগেছ আর ǯতামার এই এখন
trueকরেত চাওয়া মানএরসােথ conflictকরেছতাহেল false িদবা।তুিম চাইেল িচɂা কের ǯদখেত
পােরা বা ɔমানও করেত পােরা ǯকন এই greedy ɔেসসটা িঠক ভােব মান assign করেছ।

১যারা implication sign এর মােন জােনা না তােদর জɏ বিল, a → b ǯকবল মাȴ (a = 1, b = 0) এর জɏ false
এছাড়া সবসময় true. অথǮাৎ এেক এভােব ভাবেত পারঃ a সতǫ হেল b ও সতǫ হেব, a িমথǫা হেল b যা খুিশ তাই ǯহাক যায়
আেস না।
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